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I. 

orsetto del presente lavoro; principi del 
metodo; cenno delle esperienze di Kohl» 
rausch e di altri fotte collo stesso ntetodo. 

1. Le forze elettromotrici, quali che ne sieno Torigine e 
le condizioni, possono venire studiate in due modi diversi: o 
misurando le cariche che producono a circuito aperto, oppure 
osservando la corrente cui danno luogo a circuito chiuso. 

Di questi due metodi, cui per brevità distinguerò coi 
nomi rispettivamente di elettrostatico e galvanometrico^ 
il primo è stato finora meno generalmente usato, forse per 
causa delle difficoltà sperimentali che d'ordinario ne ren- 
dono meno comodo l'uso. E tuttavia, come esso ha già reso 
importanti servigi alla scienza, io credo che possa renderne 
ancora, e che in certe ricerche possa andare innanzi per op- 
portunità all'altro metodo e contribuire utilmente alla di- 
scussione di alcuni punti della teoria. 

In grazia di quest'importanza^ che ha a mio avviso il 
metodo elettrostatico, spero che^ non parrà senza interesse 
la relazione che ora presento di un mio studio sperimentale 
fatto con quel metodo sulle forze elettromotrici d'induzione. 
Esso si riferisce principalmente alla verificazione di leggi 
note in alcuni casi d'induzione per moto relativo, ed alla 
ricerca della legge secondo cui varia col tempo il magne- 
tismo di una massa di ferro dolce nel periodo che segue im- 
mediatamente la chiusura o l'apertura della corrente^che lo 
magnetizza, la qual legge si deduce dal modo con cui varia 
la forza elettromotrice indotta dal magnetismo del ferro in 
S. N. Lib. IV. 1 
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una spirale vicina. Io offro i risultali di questo studio come 
un primo saggio delle applicazioni che si possono fare col 
mio apparecchio e col mio modo di sperimentare, la cui de- 
scrizione forma propriamente l'oggetto di questo brere lavoro. 
2. Ogni forza elettromotrice ha per effetto di stabilire, 
da una parte e dall'altra del luogo in cui risiede, una de- 
terminata differenza dei valori del potenziale elettrostatico, la 
quale dipende solo dalla gi-andezza della forza elettromotrice 
stessa, e le serve di misura. Se le due parti non hanno fra 
loro altra comunicazione conduttrice che attraverso il luogo 
dove risiede la forza elettromotrice, il potenziale è costante 
dappertutto in ciascuaa parte, e vi è equilibrio statico: in 
caso contrario si ha un circuito voltaico con corrente, e con 
quella distribuzione dei valori del potenziale che caratterizza 
Vequilihrio dinamico. 

Per misurare nel primo caso la differenza dei valori 
che ha il potenziale dalle due parti, la quale dà la misura 
della forza elettromotrice; e nel secondo caso la differenza 
del potenziale in due punti quali si voglia del sistema, onde 
si rileva l'anzidetta legge di distribuzione, serve un elettro- 
metro, sia mettendolo in relazione direttamente con i punti 
di cui si tratta, sia misurando con esso le cariche che da 
quei punti derivano in conduttori di determinata capacità, e 
ordinariamente in un apparecchio di condensazione . 

Tutto ciò è ben noto, e s'applica a tutte le forze elet- 
tromotrici indistintamente. Solamente per ciò che riguarda 
le forze elettromotrici variabili col tempo, come quelle d'in- 
duzione, bisogna che l'anzidetta misura si riferisca ad epo- 
che determinate. Ed inoltre, siccome lo stabilirsi dell'equi- 
librio statico o dinamico non. è propriamente istantaneo, ma 
richiede un certo tempo ( periodo variabile ) che, sebbene 
sia sempre brevissimo, può non essere trascurabile di fronte 
ai tempi in cui si manifestano variazioni delle forze elet- 
tromotrici, potrà occorrere di dover tener conto anche di 
questa circostanza. 
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Se però sono semplici i principi su cui si fonda questo 
modo di studiare le forze elettromotrici, non tanto agevole 
ne è la pratica, ove se ne vogliano risultati esatti. Le dif- 
ficoltà che presenta sempre ogni buona misura elettrosta- 
tica, più gravi qui per la piccolezza delle cariche che occorre 
di dover valutare, si accrescono poi quando si tratti di forze 
elettromotrici variabili col tempo. Tuttavia non sono insu- 
perabili, e ponendovi le debite cure, il metodo è suscettivo 
di delicatezza insieme e precisione. 

3. Per ciò che riguarda le for^e leletìromotrici che 
agiscono nelle pile idroelettriche abbondano i lavori di 
questo genere. Le così dette esperienze fondamentali di 
Volta ripetute e variate in tanti modi, la misura delle 
forze elettromotrici di contatto di metalli fra loro e di 
metalli con liquidi, k) studio delia legge con cui varia il 
potenziale nei diversi punti del circuito di una pila, hanno 
formato il soggetto di numerose rioerche elettrostatiche, 
che è inutile rammentare perchè notissime e citate nei 
principali trattati (^). Tuttavia mi piace fra queste riferire 
brevemente alcune delle esperienze di Kohlrausch, come 
quelle che per grande accuratezza sono atte a servir. di 
modello . 

Queste esperienze costituiscono nel loro insieme (') 
una splendida verificazione sperimentale dei principi su cui 
si fonda la J;eoria della pila. Furono fatte con un elettro- 
metro di Dellmann, costrutto apposta e previamente gra- 
duato dallo stesso Kohlrausch (^), e con un condensatore 
a lamina d'aria. Quest'ultimo era formato di due dischi 



(*) V. fra gli altri Wiedemann, Galvanìsmus; e WUllner, 
Lehrbuch der Experimentalphysik . 

(*) PoggendorfiTs Annalen Voi. LXXII (1847), LXXV(184«), 
LXXVIII (1849), LXXIX (1850), LXXXII (1851), LXXXVIIf 
<1«53). 

(«) Kohlrausch, Pogg. Ann. LXXII, LXXIV. Wullner 
Lehrbuch der Physik V. IL p. 663. 
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metallici piani, ed ebbe nel corso delle ricerche dne di- 
sposizioni diverse. In una i dischi erano sostenuti in po- 
sizione orizzontale da cordicelle di seta, ed il piatto infe- 
riore in tre punti presso all' orlo era verniciato con gom- 
ma, sopra la quale si disponeva della ceralacca in modo 
da formare tre rialzamenti uguali, su cui veniva ad appog- 
giarsi il disco superiore che era verniciato nei tre punti cor- 
rispondenti (*). Nfìiraltra forma l'intervallo fra i dischi è 
tutto occupato dall'aria; e i dischi sono sostenuti vertical- 
mente su .pezzi solidi (^). 

Alcune serie di esperienze (^) ebbero per oggetto 
la determinazione dei valori numerici delle differenze di 
tensione fSpannu7igsdifferenzenJ(^) dovute al contatto 
dei diversi metalli. 

Per ogni coppia di metalli si adoperavano piatti del 
condensatore fatti di quei medesimi metalli. Si facevano 
comunicare fra loro un istante con un filo isolato, portando 
quindi or Tuno or T altro in comunicazione coli' elettro- 
metro. 

Così si aveva senz'altro la misura cercata. La quale 
però essendo soggetta all' influenza delle alterazioni della 
capacità del condensatore, inevitabili al mutare dei piatti 
in ciascuna esperienza; Kohlrausch si valse di un secondo 
modo determinando indipendentemente da quella capacità 
il rapporto della differenza elettrica di ciascuna coppia 
a quella costante di un elemento Danieli, colle seguenti 
operazioni. 

1) Si riunivano i poli della pila ai due piatti del 

0) Kohlrausch. Pogg. Ann. LXXV. 

(«) Kohl. Pogg. Ann. Voi. LXXXVIII. Wiedemann Galva- 
nismus I, 21. 

(3) Pogg. Ann. LXXXir, LXXXVIII. 

(^) Si usava allora di chiamare tensione elettroscopica o 
semplicemente tensione^ come si fa ancora da alcuni, quello 
che ora con denominazione più propria si chiama potenziale. 
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condensatore, e si misurava poi la carica A air elettro- 
metro. 

2) Si ripeteva la stessa operazione dopo invertite le 
comunicazioni coi piatti, e 'si misurava la carica B. 

Suppostsi vera la legge delle tensioni^ la semisom- 

A 4-B 

ma — p — rappresenta la differenza elettrica dei due me- 
talli, data già direttamente dall'esperienza precedente, la 
^ quale serve così di controllo, e la semidifferenza — p — rap- 
presenta la differenza elettrica dell' elemento Danieli . Il 

A4-B 
quoziente . ^ dei due numeri dà il rapporto cercato . 

Per rendere le misure indipendenti anche dalle va- 
riazioni dell' elemento, si facevano contemporaneamente 
. le stesse operazioni con un secondo condensatore a piatti 
di rame e di zinco, che rimaneva sempre lo stesso in tutte 
le esperienze. Distinguendo con degli apici i numeri rela- 
tivi al secondo condensatore, il quoziente dei due numeri 

. p ed ,, p^ dà il rapporto fra la differenza elet- 
trica della coppia che si studia e quella della coppia 
rame-zinco. 

Kohlrausch riferisce particolareggiatamente i risul- 
tati numerici delle singole operazioni per la coppia zinco- 
platino. 



Condensatore zinco-platino 


Ciondensatore Einoo-rame 




piatto 
zinco 


piatto 
platino 


media 




piatto 
zinco 


piatto 
rame 


media 


Zn\ Pt 
A 
B 


+ 4,46 
-h 11,98 
- 3,01 


— 4,46 

- 12, 02 
-h 2,92 


' 4, 460 

12, 000 

— 2,965 


Zn\Cu 
A' 
B' 


-h 3,92 
-4- 11,00 
— 3,i5 


- 4,05 

— 11,12 
H- 3,01 


3,985 

11,060 

- 3,080 
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A4-B A*+B' 
I Talori — p — , — ^ — concordano con quelli ot- 
tenuti direttamente nella prima esperienza* Si ha poi 

Zn\Cu~A-B' A'—B'— ' "^ " 

Delle altre serie di esperienze del KoMrauscli mi 
hmito a citar qneUa relativa alla distribuzione della ten- 
sione elettroscopica tiei varii punti di un filo che chiudeva 
un elemento di Danieli Q). 

Indicando G0BfZ>la forza elettromotrice delFelementOy 
con L la lunghezza ridotta di tutto il circuito, con u^ ed 
u rispettivamente le tensioni elettroscopiche in due punti 
del circuito e con 1 la lunghezza ridotta del tratto con>- 
preso fra quei due punti, supposto omogeneo, si ha seconda 
la teoria di Ohm 

D 

L'accennata serie di esperienze aveva per oggetto 
la verificazione di questa formula. L'elemento Danieli ve- 
niva chiuso con un sottile filo di ottone lungo 172,77 pollici, 
la cui lunghezza ridotta era espressa dai numero 474, 
mentre quella dell'intero circuito era L = 1) 17,5r II va- 
loredi Z) determinato nel modo precedentemente descritta 
risultò 8,79, essendo Zn | Cu = 4 , 17. 

Si aveva un condensatore coi due piatti d' ottone. 
^ prendevano sul filo due punti, uno fisso e Taltro ad 

una distanza dal primo variabile da esperienza a esperienza, 

e si ponevano in comunicazione mediante fili isolati coi due 

prattr del condensatore; o, ciò che è lo stesso (conae dice 

(*) Pogg- Ajin. LXXVIII, p. 1. 
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la teoria e come fu dapprima constatato direttamente), si 
poneva Tuno in comunicazione con uno dei piatti, e l'altro 
punto e l'altro piatto in comunicazione coUa terra; e si 
misurava poi la carica. 

Ecco alcuni numeri così ottenuti. 



• 

> 


u 
osservato 


u 

calcolato 

• 


118,5 


0.85 


0.93 


237. 1 


1.85 


1.86 


355. 5 


2.69 


2.80 


474.» 


3.70 


3.83 



Nella 1 / colonna sono indicate le distanze dei due 
punti espresse in lunghezza ridotta, nella 2.* i valori di u 
dati dall'esperienza, e nella 3/ i medesimi valori calcolati 

secondo la formola w=y-X. 

Le citate esperienze insieme con le altre di KohU 
rattsch confermarono pienamente le considerazioni teoriche 
di Ohm; per le quali, dopo la sostituzione del concetto di 
potenziale a quello di tensione suggerita di poi da Kirch- 
hoff (*), la teoria della pila fu ricondotta ai principi fonda- 
mentali dell'elettrostatica. 

Lavori del genere dei sopraddescritti furono fatti pure 
da Gerland (2), Hankel (^) ed altri, e ultimamente da W- 
Thomson (% cui si debbono di recenti ed importanti, e che ha 
recato a gran perfezione i metodi e gli apparecchi per le 
misure elettrostatiche. 



(*) Pogg. Ann. LXXVIIl, 506. 
(«) Pogg. Ann. CXXXIII, 513 (1868). 
C) Pogg. Ann. CXV, 57; CXXVI, 286. 
(^) Reports of the Brit. Assoc. 1867, e altrove. Maxwell , 
treatise on eletricity. 
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4. Per le forze elettromotrici d'induzione invece non 
sono state fatte finora, per quanto io mi sappia, di tali 
misure; e solamente i Fisici si sono limitati a dimostrare 
l'esistenza di elettricità libera alle estremità di un circuito 
indotto aperto. 

Questo fattodelrestoè noto fino dai primi tempi in cui 
fu scoperta l'induzione, e renne in vari modi constatato da 
parecchi sperimentatori. Du Bois-Reymond (*) lo dimostrò 
indirettamente per mezzo delle contrazioni di una rana. 
Masson e Breguet (^) sperimentarono con due lunghi fili di 
rame ravvolti in doppia spirale; uno dei quali era percorso 
dalla corrente di una forte pila in cui per mezzo di un inter- 
ruttore si produceva una serie alternata di chiusure ed 
aperture; mentre le estremità dell'altro facevano capo alle 
due armature di un apparecchio a condensazione, e per 
mezzo di un commutatore si faceva in modo che al conden- 
«atore potessero giungere le azioni in un solo senso. Tenen- 
do uno dei capi del filo indotto in comunicazione stabilmente 
con una delle armature, e avvicinando l'altro capo alla 
seconda armatura, scoccavano scintille, e le elettricità ac- 
cumulate nel condensatore corrispondevano alla direzione 
della corrente indotta. Questo processo medesimo serve per 
caricare rapidamente una batteria di Leyda per mezzo del 
rocchetto di Ruhmkortf , o di altro grande apparecchia 
d'induzione. 

Similmente Sinsteden (^) ha riconosciuta la presenza 
dell'elettricità libera alle estremità di spirali indotte, sia 
con un elettroscopio a foglie d' oro , sia traendone scintille 
eolle dita. 

Altri lavori dello stesso genere si potrebbero citare. 
E del resto i fenomeni di tensione nei circuiti indotti si ma- 



(*) Ehi Bois Reymond, Jahresbericht. 

(*) Ann. de Chim. et de Phys. IV, 129 (1842> 

(») Pogg. Ann. XLIX, 353 (1846). 
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nifestano con tal forza ed evidenza, che sì riguardano quasi 
come un carattere distintivo dell'induzione. 

5. — Citerò infine una recente ricerca di Helmholtz (^), 
che per la forma data alle esperienze ha più analogìa col 
mio studio, sebbene sia d'altro genere. 

L'apparecchio consisteva in un pendolo di ferro, che 
fatto cadere da una determinata altezza produceva l'aper- 
tura successiva di due circuiti, inducente ed indotto, battendo 
con due denti di agata fissati lungo l'asta contro due piccole 
leve. Di queste una era fissa', e l'altra era portata da un 
pezzo mobile che si faceva avanzare mediante una vite mi- 
crometrica, per modo che si poteva regolare e valutare l'in- 
tervallo di tempo che correva fra le aperture dei due cir- 
cuiti. Il circuito inducente fatto con 12 J giri di 80 Cm. di 
diametro di filo di rame, era percorso dalla corrente di una 
coppia Danieli; e Taltro circuito di 560 giri di egual diame- 
metro aveva i suoi capi in comunicazione coi due piatti di 
un condensatore ad aria di Kohlrausch. Le cariche di questo 
venivano misurate con un elettrometro di Thomson. 

All'aprire del . primo circuito la forza elettromotrice 
d'induzione separa nell'altro le due elettricità, le quali si 
portano a caricare i due piatti del condensatore; e quindi 
nell'intervallo* brevissimo di tempcf che trascorre prima che 
s'interrompa la spirale indotta, si produce in questa una 
serie di oscillazioni elettriche (^), e conseguentemente una 
serie di cariche alternativamente di nome diverso nei piatti 
del condensatore. Di modo che la carica che dopo l'interru- 
zione riman presa infine sul piatto collettore, e che viene 
poi misurata all'elettrometro, varia di nome e di grandezza 



(*) Monatsberichle der Beri. Ak. Maggio 1871, p. 292. 

(*) Questa oscillazioni sono del genere di quelle che si pro- 
ducono nell'arco di chiusura di una bottiglia di Leyda e costi- 
tuiscono la cosi dotta scarica oscillante. Esse sono state stu- 
diate analiticamente da Thomson, Kirchhoff ed Helmholtz. 
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à seconda della durata del tempo corso fra le due interru- 
zioni. 

Le esperienze di Helmhollz dirette a riconoscere se le 
azioni induttive impiegano a propagarsi un tempo apprez- 
zabile, e propriamente se la velocità di propagazione è così 
piccola come aveva enunciato il Blasema ( 550 m. al 
secondo nell'aria) (*) consistevano nel determinare con 
grande esattezza gli zeri delle oscillazioni elettriche ossia 
gli istanti in cui la carica del condensatore è nulla, e vedere 
se questi si spostavano col variare della distanza dei due 
circuiti; come doveva avvenire nel caso che fosse vera la 
proposizione del Blaserna. 

n 

Deserlaslone dell' appareehio 
elettrometrleo . 

6. Io feci alcune prime esperienze di prova con un elet- 
troscopio a foglia d'oro e condensatore di Bohenberger. 
Questo non essendo, come si sa, atto ad esperienze di misu- 
ra, gii sostituii in breve l'apparecchio rappresentato dalla 
fig. I. Tav. I. 

Prima di incominciare a descriverlo, convien ch'io 
avverta che in tutto questo studio ho cercato d^ valermi di 
mezzi il più possibilmente semplici, e quali si hanno alla 
mano in ogni gabinetto. Nello stesso tempo ho avuto in 
vista la semplicità e speditézza nel modo di sperimentare, 
mirando ad avere un apparecchio col quale l'uso delle mi- 
sure elettrostatiche per le forze elettromotrici fosse facile e 
comodo. 

L'apparecchio si compone di un elettrometro ed un 
condensatore, ed è contenuto dentro una grande cassa o 

(*) Giornale di Scienze naturali ed economiche. Palermo 
1870, Voi. VII. 
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intelaiatura a crìstalU, che lo difeDde dalle agitazioni e 
dall' umidità dell' aria estema. 

L'elettrometro consiste in una delicata bilancia di 
torsione, il cui uso io debbo alla gentilezza del Prof. Felici, 
che lo costrusse per le sue ricerche sulle azioni induttive 
dei coibenti (^). E fatto con lungo e sottilissimo filo d'argen- 
to, e le deviazioni si leggono per riflessione col sistema di 
Gauss e Weber. 

Il filo di sospensione è attaccato con una morsetta 
metallica g alla parte inferiore di un'asta verticale di ebanite, 
la quale superiormente con la solita disposizione a micro- 
metro è sostenuta da un doppio braccio di ferro impiantata 
nella parete della stanza. L'ago mobile d è tutto metallico e 
comunica per mezzo del filo di sospensione con la morsetta 
g dalla quale partono due altri fili simili, uno che va alla 
pallina fissa p, la quale è cosi costantemente in comunica- 
zione coU'ago, e l'altro che fa capo ad una sferetta metallica 
r portata io cima da un'asticella di ebanite e munita di 
una punta. L'asticella è impiantata a cerniera sul fondo 
della cassa, e si può hx girare dall'esterno per mezzo della 
manovella m; con che abbassandosi la pallina r, la punta 
viene ad immergersi in una vaschetta s con mercurio, che 
le sta sotto retta da un sostegno isolante, e che vien messa 
in relazione coi corpi che si vogliono far comunicare col- 
r elettrometro. 

Il fusetto metallico verticale che regge T ago si pro- 
lunga in basso in un'asticella di vetro, cui è attaccato 
con una piccola ghiera lo specchietto verticale che serve 
alla lettura delle deviazioni. Davanti allo specchio e fisso 
sopra un cristallo dell' intelaiatura sta un regolo traslucido 
colle divisioni del metro, le quali sono riflesse dallo spec- 
chietto ed osservate con un piccolo cannocchiale. 

(^) Volumi dell* Accademia dei XL; Serie III, Tomo II, 
parte L — Nuovo Cimento. Tomo V-VI, Grennaio 1872. 
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La bilancia è tutt' air in torno con pareti di cristallo 
difesa dalle agitazioni dell'aria nell'interno della cassa. 

Dentro la medesima cassa che contiene 1' elettro- 
metro è il condensatore fatto con due dischi di ottone 
A , B . 11 disco inferiore B è montato orizzontalmente sopra 
un cilindro di ebanite retto da un piede con viti calanti, 
e l'altro disco A (piatto collettore) gli sta parallelamente 
di sopra portato da un manico di ebanite che si prolunga 
in un' asta d'ottone impegnata dentro due anelli direttori, 
i quali sono impiantanti sopra un regolo verticale unito so- 
lidamente all' intelaiatura. Per mezzo di uaa carrucola e di 
una funicella di seta si può, come si vede dalla figura, dal 
di fuori della cassa alzare ed abbassare il piatto, e me- 
diante un contrappeso P tenerlo a qualsivoglia altezza . Le 
superficie opposte ben piane dei due dischi sono libere, ed 
il disco superiore, abbassandolo, viene a riposare sopra tre 
piccoli pezzetti uguali di ebanite posti sopra l'altro disco, 
rimanendo cosi interposto fra le due superficie un sottile 
strato di aria. 

Un' asta metallica piegata ad angolo retto che at- 
traversa l'intelaiatura per entro un cilindro forato n di 
ebanite, e col braccio interno terminato in una pallina 
d'ottone o si appoggia sul piatto A, ed all'estremità ester- 
na dell' altro braccio è munita di un serrafili a, serve a 
stabilire o togliere la comunicazione del piatto A coU'e- 
sterno; mentre un sottile filo d'argento che per un capo 
è saldato ad una lamina metallica posta sopra il piatto, 
e dall'altro termina alla vaschetta s di mercurio, serve a 
farlo comunicare coli' elettrometro. Per l'altro piatto B si 
ha semplicemente un filo di rame condotto fuori per un 
foro praticato nel cristallo ed un serrafili b alla sua 
estremità . 

Credo che questa breve descrizione basti coli' aiuto 
della figura a far intendere la disposizione generale dell'ap- 
parecchio. In fine di questo capitolo sono notate le di- 
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mensioni di talune delle sue parti, ed ora aggiungerò 
alcune indicazioni ed avvertenze speciali. 

7. Tutti i pezzi isolatori sono di ebanite: la loro 
superficie è stata accuratamente pujita lavando con alcool 
rettificato ed asciugando poi con un pannolano ben netto 
ed asciutto. Il piano inferiore di legno deir intelaiatura ed 
i regoli sono coperti di una densa vernice ad olio per 
impedire l'accesso all'umidità. Una cassetta posta al* di 
sotto di quel piano contiene della calce caustica per togliere 
l'umidità dell'interno, ed è disposta in modo che si può 
cambiare la calce senza mutare nuU'altro nell'apparecchio. 
Prima di dare la vernice, nell' interno della cassetta della 
calce e sul piano dell' intelaiatura si è distesa della tela 
con colla forte per maggiore riparo dall'umidità esternai 
e per ovviare al fendersi dal legno. 11 quale è di per se 
secchissimo, essehdò che l' intelaiatura è costrutta già da 
varii anni, ed è stata quasi sempre chiusa con dentro calce 
soventemente rinnovata ed anche vasi contenenti acido 
solforico. 

Un igrometro a capello posto dentro la cassa e che 
si osserva dall'esterno serve a constastare la secchezza 
dell' aria. 

8. L' ago mobile della bilancia termina con un sot- 
tile dischetto d in luogo della solita pallina; con che si 
ha un minor momento d' inerzia, e si guadagna in rapi- 
dità delle deviazioni ed in sensibilità. 

Le due parti, mobile e fissa, della bilancia sono, 
come dissi già, stabilmente in comunicazione fra loro. Così 
le indicazioni seno pronte e sicure, méntre con l'ordinaria 
disposizione delle due palline isolate, l'ago è in ogni espe- 
rienza prima attratto e poi respinto dalla pallina fissa, con 
perdita di tempo sempre dannosa a causa della dispersione 
e dell'elettrizzarsi delle p^rti coibenti. Oltracciò le irrego- 
larità del movimento provenienti dall'urto delle due palline, 
se sono senza influenza sulla grandezza della deviazione 
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fissa a cui si dispone Tago alla fine delle sue oscillazioni, 
possono però far variare la deviazione impulsiva: della 
quale appunto, pel vantaggio che si ha ad operare con 
rapidità, io mi son valso nelle mie esperienze. 

Solamente, mentre con le due palline isolate è nota, 
'almeno approssimativamente, la relazione che passa fra 
la posizione dell'ago e la forza corrispondente con cui per 
una data carica si respingono le due palline, e quindi 
anche la relazione fra le cariche e le deviazioni fisse che 
ad esse corrispondono, con la. disposizione attuale tal re- 
lazione è ignota. Ma di questo e del modo ch'io ho tenuto 
per apprezzare le indicazioni parlerò più partìtamente in 
un capitolo speciale. 

Nei primi tempi che la bilancia fu costrutta era 
difficile servirsene per la sua instabilità. Ora invece è 
molto stabile, e si mantiene talvolta* per ore intiere im- 
mobile in una medesima posizione di riposo; e la ripren- 
de rapidamente dopo la deviazione in ogni esperienza. Le 
piccole variazioni cui tuttavia va soggetta la sua posizio- 
ne di riposo, sono lente e regolari, e seguono l'andamento 
delle variazioni di temperatura della stanza, e più propria- 
mente delle variazioni dell' irradiazione calorifica che dalle 
diverse parti della stanza proviene ai diversi lati del filo di 
sospensione. La stanza è posta a pianterreno e molto l'i- 
parata dall'influenza dei bruschi mutamenti di tempera- 
tura esterna. 

^. La disposizione ch'io ho adottata per il conden- 
satore è la migliore che, per l'uso a cui è destinato nelle 
mie esperienze, mi è parso di poter avere colla sempli- 
cità di mezzi eh' io m' era prefissa. La quale escludeva l'uso 
di un condensatore interamente ad aria, che non può ser- 
vire che a patto di essere di costruzione squisita, quale non 
può aversi che da pochi costruttori eccellenti e con grave 
dispendio. E noto infatti quanto sia difficile in tali istrumen- 
ti di conseguire l'invariabilità della posizione dei due piatti, 
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per modo che la capacità del condensatore rimanga costante 
nelle diverse esperienze. 

In sulle prime io tentai di servirmi di due dischi 
verniciati con gomma lacca, allettato dalla comodità di un 
tale sistema, e dalla grande <^pacità che ne risulta al 
condensatore per l'estrema sottigliezza che si può dare 
cosi allo strato isolante. Ma i risultati furono poco sod- 
disfacenti^ essendoché i numeri ottenuti sperimentando nel- 
le stesse condizioni in' diverse volte non erano abbastanza 
costanti, ed inoltre per una medesima differenza di po- 
tenziale si ottenevano risultati notevolmente diversi secondo 
il segno, ossia secondo che l'elettricità raccolta sul piatto 
collettore era positiva o negativa. Questi errori provenivano 
evidentemente dalle variazioni della capacità del conden- 
satore per le ineguaglianze inevitabili dello strato di ver- 
nice, e dall' elettrizzamento di questa sia per istrofinamento, 
sìa, per la penetrazione delle cariche. 

Abbandonato perciò quel sistema, dopo varie prove 
venni alla disposizione attuale. La quale, salvo il diver- 
so modo di sostenere i piatti, è analoga alla prima ma- 
niera dèi condensatore di Kohlrausch; solo alla ceralacca 
è sostituita r ebanite, che senza essere meno isolante, pre- 
senta il vantaggio di essere più resistente ed atta a fog- 
giarne dei pezzetti che reggano senza deformarsi il peso del 
piatto sovrapposto. 

Per farli io tagliava da una sottile lamiua di eba- 
nite in una parte che fosse ben piana e di spessore uni- 
forme tre dischetti di poco più di un millimetro di diametro, 
e prendeva' quindi ad intagliarne pazientemente il contorno 
in modo da ridurli alU forma di tronchi di cono con la base 
superiore stréttissima. Poi lavatili diligentemente con alcool 
rettificato ed asciugatili, li faceva aderire per-la base più 
larga in tre punti equidistanti del piatto B presso al con- 
torno, per mezzo di una minima quantità di gomma lacca. 
Ho tralasciato di verniciare come faceva Kohlrausch, i due 
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piatti nei luoghi corrispondenti ai tre pezzetti d' ebanite per 
togliere più che fosse possibile le cause d'elettrizzamento, 
avendo riconosciuto coli' esperienza che anche senza ciò 
r isolamento era sufficiente. 

La posizione del piatto B si regola coli' aiuto delle viti 
calanti in modo che 1' altro piatto, quando si abbassa, viene 
a coprirlo esattamente toccando a un tempo tutte tre le 
punte di ebanite, e vi si adagia sopra obbedendo al proprio 
peso, poiché il sistema che lo regge, per l'elasticità del 
lungo manico e perchè questo scorre un po' agevolmente 
dentro gli anelli direttori, non è perfettamente rigido. 

In questo modo, se i tre pezzi di ebanite sono di 
egual altezza, e le superficie dei piatti ben piane, queste 
si dispongono esattamente parallele; ma in ogni caso pren- 
dono sempre la medesima posizione relativa, che è quello 
che principalmente importa, e così la capacità del con- 
densatore è invariabile. Ciò è attestato dalla costanza quasi 
perfetta dei risultati ottenuti nelle stesse condizioni in di- 
verse esperienze, come si vedrà dai numeri che riferirò in 
seguito. 

Non son riuscito colla presente disposizione a togliere 
del tutto la differenza di risultati per le due elettricità, 
che ho accennato dianzi: essa è però sommamente ridotta, 
e si può farne la correzione nel modo che dirò in appresso. 
Potrebbe credersi che tal differenza fosse dovuta all'in- 
fluenza delle parti coibenti di ebanite, le quali una volta 
che per avventura siansi elettrizzate agiscono per influenza 
a distanza, o, come suol dirsi, elettroforicamente. Ma le 
precauzioni prese dovevano escludere in gran parte questo 
inconveniente. Perciocché, oltre all'avere adottato un modo 
di sperimentare che per la sua rapidità dà poco campo all'e- 
lettrizzarsi delle parti coibenti per penetrazione dellp cari- 
che, ho avuto cura di tenere le superficie del condensatore 
lontane dai sostegni di ebanite, impiantando i piatti non 
direttamente su questi, ma coirintermezzo di pezzi metallici, 
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e di fare per quanto si poteva piccolissime le tre punte 
di ebanite. Ed infatti l'esperienza ha dimostrato che sif- 
fatta influenza era poco sensibile; poiché procurando di 
esagerarla coli' elettrizzare apposta e fortemente i sostegni 
e le punte, non si avevano variazioni molto notevoli nei 
risultati. . 

Maggiore influenza ha invece un'altra circostanza 
di cui io non aveva tenuto conto in principio, ed è lo stato 
della superficie dei piatti d'ottone del condensatore. Una 
piccola diversità che vi sia nella condizione delle due su- 
perficie opposte, ottenuta p. es. strofinando una di esse con 
un pannolano, agisce come una forza elettromotrice, che ag- 
giunta in pili in meno alla differenza di potenziali per cui si 
sperimenta, produce l'accennata diversità di risultati. Seb- 
bene questa sia tutt'altro che cosa nuova, perchè si riduce 
in sostanza al fatto ben noto delle variazioni che produce 
nelle forze elettromotrici di contatto dei metalli, l'altera- 
mento della loro superficie, io non vi aveva dapprima posto 
mente, e persi del tempo ricercando altrove la ragione 
degli errori. Riconosciuta la vera causa, feci di poi varie 
osservazioni in proposito, di cui dirò solo che mi dimo- 
strarono corneale alterazioni anche minime abbiano grande 
influenza, la quale per la difficoltà di ottenere e conservare 
l'identità delle due superficie è difficile togliere del tutto. 
Tuttavia colla cura presa di poi di trattar sempre i due 
piatti a condizioni uguali, dopo averli diligentemente ripu- 
titi ambedue allo stesso modo, son riuscito a ridurre entro 
limiti assai ristretti la diiferenza dei risultati per le due 
elettricità, la quale così rimpiccolita può anche dipendere 
in tutto in parte dalla prima causa, che non .posso esser 
certo di aver eliminata interamente. 

Un' altra cosa a cui bisogna aver cura è che nort- 

si depositi della polvere fra i due piatti, la quale altererebbe 

la capacità del condensatore, e favorirebbe il passaggio 

dell' elettricità dall'uno all'altro. Per questo io ho sempre' 

S. N. Lib. IV. 2 
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tenuto il piatto superiore calato nel tempo che non esperi- 
mentava. Del resto rimanendo la cassa sempre chiusa, 
r aria vi è tranquilla e vi è poco a temere del polverio. 
10 Ecco ora r indicazione sommaria delle operazioni 
relative a ciascuna esperienza coir apparecchio descritto. 

1) Si nota, guardando col cannocchiale, la posizione 
di riposo dell'elettrometro. 

2) Si mettono i due corpi a diverso potenziale, cioè 
i poli corrispondenti alla forza elettromotrice da misurarsi, 
in comunicazione coi due serrafili a e 6, o, ciò che è lo stes- 
so, si mette l'uno dei poli in comunicazione col serrafili a, 
mentre l'altro polo ed il serrafili b si riuniscono alla terra; 
e poi si fa toccare un istante la sferetta o sul piatto 
superiore A. 

3) Si solleva questo, tirando la funicella, fino ad 
una data altezza che è determinata dalla corsa dell' asta 
dentro gli anelli, mentre girando la manovella m vien 
messo in comunicazione coll'elettrometro. 

4) Si va al cannocchiale a leggere la deviazione 
impulsiva^ al che dà tempo la lentezza del movimento del- 
l' ago . 

5) Si tolgono le comunicazioni del serrafili a colla 
sorgente elettrica, e si fa comunicare col suolo; e poi 
toccando colla pallina o il piatto A si scarica l'elettrometro. 
Dopo diche riabbassando^ il piatto si rimettono le cose 
allo stato iniziale . 

Tutto ciò si può fare da un solo sperimentatore e 
in meno di un minuto; e dopo altri due minuti l'ago è già 
perfettamente in riposo e pronto per una nuova esperienza; 
quantunque in tutte le mie esperienze io abbia creduto con- 
veniente porre fra l'uno e l'altro un tempo alquanto mag- 
giore. 

Tutte le operazioni si fanno senza bisogno di aprire 
la cassa, la quale aggiustato che sia il condensatore, rimane 
costantemente chiusa. 
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10 soleva per comodità tenere la pallina r costante- 
mente abbassata e con la punta immersa nel mercurio 
della vaschetta^ con che il piatto A era in comunicazione 
permanente coU'elettrometro. Ciò si poteva fare senza in- 
convenienti, poiché i potenziali su cui io aveva a speri- 
mentare erano troppo piccoli per produrre alcuna devia- 
zione prima del sollevamento del piatto. 

Sperimentando come precedentemente, ma senza 
alcuna forza elettromotrice, 4on accadeva mai di osservare 
alcun segno di deviazione; il che è una prova del buon 
andamento dell'apparecchio. 

S'intende che ili queste operazioni bisogna avere 
l'avvertenza di non toccare direttamente colle mani i piatti 
ed i fili metallici. Io mi serviva di fili rivestiti di guttaper- 
ca, ed usava per maggior precauzione di maneggiarli te- 
nendoli in cima di bastoncelli di ceralacca o ebanite, o in- 
filati in tubi di vetro. 

1 1 — Insieme col condensatore predetto io mi son 
servito talvolta di un secondo condensatore più grande e 
di maggiore capacità, che è rappresentato dalla fig. IL È 
contenuto in una cassa a. cristalli separata dalla precedente 
e più piccola, e provvista come quella di sportelli e di cas- 
setta per calce. 

Non mi occorrono molte parole a descriverlo, poiché 
esso é in tutto uguale al precedente, salvo la maggior 
grandezza di piatti ed il diverso modo con cui è retto il 
piatto superiore B'. Questo è attaccato coU'interposizione 
di un pezzo di ebanite all'estremità di una i^olida sbarra 
di ferro LL* , imperniata pel suo mezzo in una staffa 
metallica sopra una colonna verticale T, a guisa del 
giogo di una bilancia. Quando la sbarra è disposta 
orizzontalmente, la superficie piana del piatto B* che é' 
volta in basso e pure orizzontale, s' adagia coli' in- 
termezzo delle tre punte di ebanite sul piatto inferiore A'. 
L'altro braccio L' della sbarra attraversa una parete di 
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legno della cassa per una fenditura verticale F, munita 
di regoli metallici, fra i quali il braccio scorre a sfrega- 
mento, quando lo si abbassa o si alza per alzare od abbas- 
sare il piatto B* dal di fuori della cassa. L'altezza a cui 
viea sollevato nelle esperienze è determinata dalla corsa 
del braccio dentro la fenditura. Una specie di borsa di 
gomma elastica attaccata alla sbarra ed agli orli della 
fenditura, e che non si vede nella figura, serve a chiudere 
r accesso all'aria esterna senza impedire il movimento della 
sbarra. Quanto al resto, tutto quello che ho detto per 
l'altro condensatore si applica esattamente anche a questo. 

Del quale poi mi son servito sempre in unione col primo 
nel modo seguente. I serrafili a e a' erano tenuti stabilmente 
in comunicazione fra loro con un filo isolato ed i serrafili h 
e 6' colla terra. Abbassata la sferetta o sul piatto A , con 
che i due piatti A ^ A^ eran riuniti in un solo collettore, si 
faceva comunicare un istante a con la sorgente elettrica, e 
subito dopo si sollevava il piatto B'. La carica raccolta sui 
due piatti si porta così nella massima parte sul piatto A, 
dove, sollevando la sferetta o, rimane racchiusa, e poi si 
misura coli' elettrometro nel modo solito. 

Con questo sistema si ha maggior sensibilità che con un 
condensatore la cui capacità fosse eguale alla somma delle 
capacità dei due: poiché cosi raccogliendosi 1' elettricità in 
uno spazio più ristretto, è maggiore la carica che va all' e- 
lettrometro; e si ha di più il vantaggio di sperimentare con 
piatti più piccoli, il che è più comodo e meno soggetto ad 

errori . 

Ma la ragione principale che mi ha consigliata questa 
disposizione si è che essa cifre un mezzo comodo, éperimen- 
tando ora col solo condensatore A ed ora con ambedue, di 
far variare in un modo determinato e misurabile la sensi- 
bilità dell'apparecchio; per guisa che questo può applicarsi 
a forze elettromotrici la cui grandezza varii fra limiti più 
estesi, e le misure fatte coi due modi sono fra loro compa- 
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rabili. Ciò m'era necessario per lo scopo ch'io m'era propo- 
sto, e non ho visto altro mezzo migliore per ottenerlo. Per- 
ciocché col sistema adottato per il condensatore , io non po- 
teva pensare a far variare da volta a volta in una medesima 
serie di esperienze la distanza dei piatti, cambiando le punte 
di ebanite, il che importerebbe operazioni lunghe e agita- 
zioni dannose per l'apparecchio. 

Questo sistema di due condensatori in fine potrebbe 
anche all'uopo servire ad accrescere le cariche col metodo 
del condensatore ^a, tre piatti di Peclet e del doppio con- 
dojisatore di Pfaff e Svanberg; oppure anche caricando 
più volte di seguito il condensatore A' colla medesima 
sorgente da solo con la sferetta o sollevata , e tra- 
sportando volta per volta la carica all'altro condensatore 
coU'abbassare la sfera o ogni volta che si alza il piatto 
B*. Io però non mi sono mai servito nelle misure dì nes- 
suno di questi processi, nei quali le cause di errore accu- 
mulandosi rendono illusorio il vantaggio della maggiore 
sensibilità che con essi si ottiene. 

12. Chiuderò questa descrizione indicando in milli- 
metri le dimensioni di alcune parti dell'apparecchio. 
Lunghezza del filo di sospensione della bilancia. 850, — 

Lunghezza dell' ago mobile 80, — 

Diametro del dischetto d che è all'estremità 

dell'ago 12, — 

Diametro della pallina fissa ^ . .- . . . 14, — 
Distanza della scala dallo specchio . . . 500, — 
Diametro dei piatti del condensatore A. . . 180, — 
> del condensatore A' . . . 300, — 

Altezza delle punte di ebanite, circa ... 0, 5 
L'ultimo numero è solamente approssimativo, poiché 
le punte furono cambiate alcune volte nel corso delle ri- 
cerche, senza badar molto alla loro altezza assoluta, pur 
^mantenendosi vicini al mezzo millimetro, e solo avendo 
cura che fossero di eguale altezza le tre che servivano per 
uno stesso condensatore. 
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III 



Oradnazlone dell'elettrometro 

13. La scala è divisa in centimetri e millimetri e 
si estende per 35 centimetri o gradi. E posta in modo 
che lo zero corrisponde alla posizione dell'ago a contatto 
colla pallina fissa. Sperimentando però si tiene sempre l'ago 
distaccato, e quindi la posinone di riposo della bilancia 
scarica, la quale vien regolata e mantenuta col micro- 
metro, non corrisponde allo zero ma ad una determinata 
divisione della scala. 

Indichiamo con a l'angolo di cui l'ago in una data 
posizione è deviato dalla posizione di contatto colla pal- 
lina fissa, ton «^ r angolo della posizione di riposo, con 
e la quantità d'elettricità comunicata al sistema. jLa forza 
ripulsiva che si esercita in quella data posizione fra l'ago 
e la pallina fissa è 

e^ (f (a) , 

essendo y («) una funzione che dipende dalla legge con 
cui l'elettricità si distribuisce nel sistema, cioè dalla forma 
di questo, e nel nostro caso è ignota e mal atta a de- 
terminarsi col calcolo. 

Si possono però determinare i rapporti delle cariche 
e indipendentemente dalla funzione ^j, riportando l'ago per 
mezzo del micrometro sempre ad una medesima posizione 
determinata, e misurando la torsione B che in quella 
posizione fa equilibrio alla forza elettrica di ripulsione. 
Si ha allora 
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Ove senza toccare il micrometro si lasci l'ago a se 
stesso^ dopo qualche oscillazione esso si dispone in equi- 
librio in una posizione a (deviazione fìssa) tale che 

essendo h la costante^di torsione. Così il rapporto - di 
due cariche è dato dall'espressione 



( {* Onde per 

far delle misure con questo modo, bisogna aver prima 
graduato l'elettrometro determinando coli' esperienza e con- 
segnando in una tavola i valori di\/- ^^ ■ relativi ai 

. V 9(«) 

varii angoli «. Così ha fatto p. es. Kohlrausch con l'elet- 
trometro di Dellmann per le esperienze già citate. 

Si può infine lasciando l'ago a se stesso tener conto 
della sua prima deviazione impulsiva, ossia dell'angolo a 
cui l'ago arriva nel suo primo movimento di andata, ferman- 
dovisi per retrocedere. L'equazione del movimento dell'ago, 
indicando con mil suo momento d'inerzia, e ponendo per 
brevità: f=é^(f(pi) — k{pL — «q) , sarebbe, non tenendo con- 
to della resistenza dell'aria, 

il cui iutegrale primo è 






2-{^)- \fd<^-o. 
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La deviazione impulsiva a essendo quell'angolo per cui 
la velocità dell'ago diviene nulla, è data dalla equazione 



a 

= F (a , e) = ; 



J^fda = F (a 
«0 



dalla quale risoluta rispetto ad e si avrebbe 

Ma la funzione tp è di per so sconosciuta come la 9 
dà cui dipende; di modo che, se si vuole poter misurare le 
cariche per mezzo delle deviazioni impulsive, occorre deter- 
minarla prima direttamente con l'esperienza, cioè fare la 
graduazione dell' istrumentp. 

\ È questo che io ho fatto per il mio apparecchio: solo 
che invece della funzione ^ dell'ultima equazione, ho presa 
la funzione ^' corrispondente all'equazione 

dove X rappresenta .il numero di divisioni contate sulla 
scala partendo dalla posizione di riposo dell' ago. 

14 Prima di tutto però io doveva accertarmi che col 
mio apparecchio e con questo modo delle deviazioni impul- 
sive era soddisfatta la condizione, essenziale per ogni me- 
todo di misura, della costanza dei numeri ottenuti nelle 
stesse circostanze. 

Le molte esperienze fatte apposta per questo, e più 
ancora l'uso giornaliero e continuato dell'apparecchio, mi 
han provato che quella condizione era soddisfatta nel modo 
migliore. Riporto qui per saggio alcuni numeri, tolti a 
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caso dal giornale delle esperienze, relativi alla determina- 
zione della forza elettromotrice di alcune pile. 

Le esperienze a cui si riferiscono questi numeri fu- 
rono fatte nel modo che ho descritto di sopra mettendo un 
polo della pila in comunicazione col piatto collettore, e 
l'altro polo ed il secondo piatto in comunicazione colla ter- 
ra. La prima e la seconda serie furono fatte col condensa- 
tore piccolo A, la terza con i due condensatori riuniti. 

Il primo numero di ciascuna osservazione indica la 
posizione di riposo della bilancia scarica, il secondo indica 
la deviazione impulsiva. La lettura dà direttamente i deci- 
mi di grado o millimetri della scala, ma al bisogno si pos- 
sono valutare ad occhio i mezzi decimi ed anche frazioni 
più piccole. 

Ogni esperienza è fatta due volte di seguito inverten- 
do le comunicazioni, per modo da avere nell' elettrometro 
prima Tuna e poi l'altra delle due elettricità; e i nfumeri così 
ottenuti sono riferiti l'uno a lato dell'altro in due colonne. 
Come dissi già, le due serie di numeri non sono uguali; le 
differenze però son piccole, e si può eliminare, almeno in 
gran parte l'errore, prendendo la media delle due devia- 
zioni, quale è notata nella terza colonna. 



El. -f- 



El. — 



Media 

delle 

deTìazioni 



1 Bunsen 
Cond. A 



2 Bunsen 
Cond. A 



1 Danieli 
Cond. A + A' 




2.- 

1.» 

2.* 
3.' 



1. > 
1. j> 



12.8 
12.7 
12.8 



1. )^— 33. 3 
1. > — 33. 5 



I 



1. i^- 
l.j- 
l.i^— 



32.2 
32.2 
32.1 



1. 3> — 12. 5 
1.3> — 12.5 
1. » — 12.5 

1. » - 32. 9 

1. » — 33. » 



l.i> 
1.» 
1. > 



31.7 
31.6 
31.6 



11.65 
11.60 
11.65 

32.10 

32.25 

' 30. 95 
30.90 
30.85 
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In grazia delle cure già indicate^ prese per la sec- 
chezza dell'aria e per la buona condizione delle parti coi- 
benti dell'apparecchio, l'isolamento è eccellente e la disper- 
sione piccolissima. Io ho verificato ciò direttamente più 
volte osservando per lungo tempo Telettrometro dopo che 
aveva ricevuto la carica del piatto A sollevato al modo so- 
lito e mantenuto in alto. Dopo un certo numero di oscilla- 
zioni l'ago prendeva una deviazione fissa che rimaneva pres- 
soché invariabile per gran tempo non decrescendo che len- 
tissimamente. 

Nel mio modo di sperimentare poi l' effetto della 
dispersione è trascurabile affatto, come risulta da questo 
che prolungando, come, feci apposta varie volte, la durata 
di un'esperienza anche di tre o quattro minuti, non si aveva 
variazione sensibile dei risultati. 

15 In tutte le esperienze del precedente prospetto la 
posizione di riposo dell'ago era a 1 grado, cioè alla decima 
divisione della scala. Tal posizione si regola col micrometro. 
Come ho già accennato, essa è per sé soggetta a lente va- 
riazioni per lo più regolari e periodiche. Queste sono più 
sensibili in certi mesi dell'anno e in certe ore del giorno. 
Nei bei giorni d' estate, in cui per la massima parte furono 
fatte le mie esperienze, si presentano solo nelle prime ore 
del mattino e nella sera, e sono quasi insensibili dalle ore 
10 antim. alle 3 pom. 

La predetta posizione a 1 grado é quella che io ho 
prescelta e tenuta prossimamente costante nel corso di que- 
to studio. A rigore si sarebbe dovuto graduare l'apparec- 
chio per una posizione determinata, e mantenere poi questa 
esattamente costante in tutte le esperienze, oppure, avere 
una graduazione distinta per ogni diversa posizione. Sic- 
come però l'una e l'altra cosa sarebbe riuscita incomoda, 
io ho preso a ricercare se si poteva nella graduazione e nelle 
successive esperienze lasciar variare un poco la posizione di 
riposo, sempre però dentro limiti ristretti ( da 0, 7 ad 1,3), 
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studiaado preventivamente l'influenza di tali piccole varia- 
zioni . Ho trovato così che dentro quei limiti le deviazioni 
conlate dalla posizione di riposo sono sensibilmente indi- 
pendenti da questa, cosicché le sue variazioni non nocciono 
alle misure. Cosi non si è obbligati che di rado a toccare 
il micrometro, con risparmio di tempo e fatica. 
Ecco alcuni numeri in proposito 





EL H- 


El. - 


Media 

delle 

deTiszioni 


Forza elettroni. 


1«. 


0. 6 — 12. 3 


0. 6 — 12. > 


11.55 


di 1 Bunsen. 


2.' 


1. > — 12 8 


1. > — 12. 4 


11.60 


Cond. A 


3.* 


1.3— 13. » 


1. 3 — 12. 5 


11.45 


< 


4.- 


1. 5 — 13. 1 


1. 5 — 12. 8 


11.45 




1 ^'' 


2. > — 13. 6 


2. » — 13. 2 


11.40 




^ 6.- 


3. 1 — 14. 4 


3. 1 — 14. > 


11.10 




i 7.- 


4. 7 — 15. 7 


4. 7 — 15. 2 


10.75 



Si vede che ad eccezione delle due ultime espe- 
rienze, io cui la posizione di riposo è troppo lontana dalle 
altre^ le deviazioni sono prossimamente costanti. 

16. Ciò premesso, vengo ora alla graduazione del- 
Telettrometro. Il principio del metodo che ho tenuto per 
farla si fonda sulla legge nota della distribuzione del 
potenziale elettrostatico nel circuito di una corrente per- 
manente; ed è in breve il seguente. 

Siano p ^ q due punti di un filo omogeneo e di 
sezione uniforme appartenente al circuito chiuso di una 
pila costante; e suppongasi p fisso e in comunicazione 
colla terra, e q preso a distanza variabile Z da j? e co- 
municante col piatto A del condensatore, di cui l'altro 
piatto è riunito alla terra. Il valore del potenziale in q 
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ed A sarà proporzionale alla lunghezza /, cui perciò per 
una deterajinata capacità del condensatore sarà pur pro- 
porzionale la carica raccolta sul piatto A, la quale, tolte 
le comunicazioni di q con A e sollevando A, farà deviare 
r elettrometro . Per diverse lunghezze / prese sul filo si 
otterranno diverse deviazioni; e costruendo una tavola 
contenente in una colonna i numeri x letti sulla scala per 
le deviazioni impulsive nelle singole esperienze, ed a fianco 
in un' altra colonna le corrispondenti lunghezze / misu- 
rate, che sono proporzionali ai potenziali ed alle cariche 
cui son dovute le deviazioni a?, si avrà fatta la gradua- 
zione. Questo metodo è comodo e capace di molta esat- 
tezza. Supponendo costante la pila e la capacità del conden- 
satore, esso riduce la graduazione a misure di lunghezza, 
dove la precisione è relativamente facile. 

In tuttte le varie serie di esperienze che io feci a 
questo proposito mi son servito di un filo di rame di 2 
mm. di diametro, lungo 40 m. disteso in 4 giri distac- 
cati sopra una specie di gran telaio rettangolare formato 
con quattro regoli di ebanite impiantati nella parete della 
stanza. Io ho scelto questo filo, che chiamerò d'ora innanzi 
filo di derivazione, cosi grosso, per avere maggiori lunghezze 
corrispondenti a dati potenziali, e render quindi minore 
l'influenza degli errori che potessero avvenire nella misura 
di quelle; e anche perchè cosi si ha miglior garanzia della sua 
omogeneità. Le due estremità terminavano in due vaschette 
isolate di mercurio, a cui facevano capo i fili provenienti 
dai poli della pila. Due pinzette a bocca molto stretta e 
munita di scanalatura trasversale per afferrar bene il filo 
senza schiacciarlo, servivano mediante due fili isolati a 
cui erano unite a far comunicare i due punti del filo 
rispettivamente colla terra e col condensatore, con tal di- 
sposizione che permetteva di scambiare comodamente le 
comunicazioni, conjche si cambiava il segno del potenziale 
e della carica del condensatore. 
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Io mi 80Q servito per queste esperienze sia del solo 
condensatore A, sia di ambedue i condensatori riuniti nel 
modo che ho già detto. Il piatto B nel primo caso, o i 
piatti B e B* nel secondo, erano collegali permanentemente 
colla terra. 

Le comunicazioni colla terra in queste e in tutte le 
altre esperienze successive si stabilivano mediante un gros- 
so filo di rame (filo di terra) disteso lungo la parete della 
stanza e saldato pei capi ai tubi di adduzione del gas, e 
munito di morsetto metalliche scorrevoli per fissarvi i fili 
provenienti dalle varie parti deirapparecchio. 

La pila era costituita di uno o più elementi alla 
Bunsen. Si provvedeva alla costanza dell'intensità della cor- 
rente nel modo seguente. Due punti fissi presi sul filo di 
derivazione si univano alle estremità del filo di una bussola 
a specchio di Weber, che veniva così percorsa da una 
corrente derivata d'intensità proporzionale a quella della 
corrente principale, e serviva ad indicare le variazioni di 
questa. Un filo di rame di lunghezza variabile faceva parte 
del circuito della pila; e ad ogni diminuzione osservata 
nell'intensità della corrente se ne toglieva tanto che ba- 
stasse a riportarla al grado di prima. La pila si teneva 
chiusa solo il tempo necessario per le esperienze. 

Ecco la serie delle operazioni relative a ciascuna de- 
terminazione. 

1) Sul filo di derivazione, nel quale erano state pre- 
ventivamente segnate con sottili tratti d'inchiostro le di- 
visioni di metro in metro, tenendo una delle due pinzétte 
suindicate sempre fissa nel punto p corrispondente alla 
1' divisione, si aggiustava l'altra pinzetta in un punto y 
corrispondente ad un'alira divisione distante dalla prima 
di quel numero l di metri che si voleva. 

2) Si chiudeva la pila, e si osservava nella bussola 
l'intensità della corrente, riportandola al bisogno nel modo 
che ho detto al valore costante che doveva avere. 
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3) Riunito p colla terra ed osservata la posizione di 
riposo dell'ago, si faceva comunicare un istante il punto 
q xoì piatto A , coi piatti A ed A- riuniti , aprendo 
subito dopo la pila; e poi operando al modo che sappia- 
mo, si osservava Tefifetto della carica neirelettroraetro. 

4) Rimesso tutto al posto, e scaricato e tornato in 
riposo l'elettrometro, si richiudeva la pila, e si ripeteva l'ul- 
tima osservazione a comunicazioni invertite, cioè facendo 
comunicare q colla terra e p col condensatore. 

La media x delle due deviazioni, la cui differenza 
proviene dal diverso segno delle cariche, come si è discorso 
più in alto, si scrive accairto al numero l che esprime la 
lunghezza del filo di derivazione compresa fra i punti 
p e q. 

Lo stesso processo si ripete per ogni altra distanza. 
Tutte queste operazioni io poteva farle comodamente da me 
solo, e in poco tempo. Dopo ciascuna deviazione dell' elet- 
trometro, io soleva far riposare l' apparecchio almeno per 
5 minuti, tenendo per tutto questo tempo l'elettrometro ed 
i piatti in comunicazione col suolo. 

17 Ecco i risultati numerici relativi ad una serie 
di tali determinazioni. Questa serie è fatta col solo con- 
densatore A, e con tre elementi Bunsen. 
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I»FlOSr*E3XXO 1. 

Oraduadone delT apparecchio. — im solo condena. A 



d* ordine 


I 
interrallo 


n 


ITT 


TV 

Media^delie^ 
doTiazioni 

X 


1 


4- 


0.90— 1.25 

■ 


0.90— 1.25 


0.35 


2 


5 


1.00— 1.58 


0.90- 1.55 


0.56 


3 

• 


6 


1.05- 1.95 


1.50— 1.90 


0.87 


i 


7 


1.10— 2.35 


1.10- 2.30 


1.22 


5 


8 


1.00— 2.75 


1.00— 2.65 


1.70 


6 


9 


1.00— 3.30 


1.00— 3.20 


2.25 


7 


10. 


1.00— 3.90 


1.00— 3.75 


2.82 


8 


11 


1.00— 4.60 


1.00— 4.40 


3.50 


9 


12 


1.00— 5.25 


1.00— 5.10 


4.17 


10 


13 


1.00- 6.00 


1.00— 5.70 


4.85 


11 


14 


1.00-- 6.75 


1.00— 6.50 


5.62 


12 


15 


1.00— 7.60 


1.00- 7.25 


6.42 


13 


16 


1.00- 8.40 


1.00— 8.10 


7.25 


14 


17 


1.00— 9.30 


1.00— 9.00 


8.15 


15 


18 


1.00-10.40 


1.10—10.00 


9.10 


16 


19 


1.20—11.40 


1. 10—11.00 


10.05 


17 


20 


1.10—12.30 


1.00—11.90 


11.05 


18 


21 


1.00—13.15 


1.00—12.85 


12.00 


19 


22 


1.00—14.20 


1.00-13.80 


13.00 


20 


23 


1.10-15.20 


1.10—14.90 


13.95 


21 


24 


1.00—16.20 


1.00—15.85 


15.02 


22 


25 


0.90—17.10 


0. 80 — 16. 80 


16.00 


23 


30 


0. 80 — 22. 00 


0. 80 - 21. 70 


21.05 


24 


35 


0. 85 - 26. 95 


0.90—26.65 


25.92 




Coppia Danieli 


0.90- 4.50 


0.90- 4.25 


3.47 
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In questi numeri doq si può garantire l'esattezza 
della seconda cifra decimale, che risulta da una valuta- 
zione approssimativa ad occhio. 

Coi dati del prospetto è stata costrutta la curva I (T.II.) 
che rappresenta graficamente la graduazione dell'elettro- 
metro. I risultati delle singole esperienze sono rappresen- 
tati con punti. Le ascisse x sono i numeri dell' ultima co- 
lonna, cioè le' deviazioni, le ordinate y sono i numeri / 
della colonna I proporzionali alle cariche. 

Si vede che le ordinate crescono dapprima rapidis- 
simamente, e mentre a? va da a 0.35 , t/ va da a 
4.00. In questo intervallo per la piccolezza delle devia- 
zioni le esperienze non potevano farsi con sicurezza. Col 
crescere di x la curva si accosta a poco a poco alla forma 
di una linea retta, e al di là di ^7=10 non ne differi- 
sce più sensibilmente. Questa retta è egualmente inclinata 
rispetto ai due assi e taglia l'asse deUe y nel punto y =9,00, 

cioè ha per equazione 

y=a7+9 

I punti corrispondenti alle esperienze 23 e 24 non sono 
contenuti nella figura, ma appartengono anch'essi sensibil- 
mente alla retta medesima, la quale prolungata oltre i limiti 
della figura, rappresenta tutto il resto della graduazione. 

L'ultima esperienza è fatta con una coppia Danieli 
aperta, ed ha per oggetto di stabilire un termine noto di 
confronto pei potenziali a cui sono proporzionali le cari- 
che rappresentate dalle ordinate della curva. Alla devia- . 
zione 3.47 in essa ottenuta appartiene l'ordinata 11, co- 
sicché l'unità di lunghezza sulla figura, che per le ascisse 
è il grado della scala, corrisponde per le ordinate al po- 
tenziale — D, indicando con D la forza elettromotrice di un 

elemento Danieli. Tal numero, che dipende essenzialmente 
dalla capacità del condensatore A, è rimasto prossima- 
mente lo stesso in tutto il corso di questo studio; e del 
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resto fatta che sia una volta la graduazione, si pud come 
3Ì vede determinarlo di nuovo direttamente ogni volta che 
si vuole. Questa determinazione sarebbe però necessaria 
solo nel caso che si avesse a fare il confronto numerico 
di esperienze fatte in epoche diverse, in cui vi fosse da 
temere che la capacità del condensatore avesse subito qual* 
che cambiamento; il che non è mai occorso nel seguito 
di questo studio. Onde io mi son servito sempre d#l valor 
precedente nelle riduzioni che ho fatto, le quali hanno avu-* 
to per oggetto solamente di dare un'idea approssimata 
della grandezza effettiva delle forze elettromotrici che son 
venuto misurando. 

18 II seguente prospetto contiene i risultati di un'al- 
tra serie di esperienze fatte, ad eccezione dell'ultima, coi 
due condensatori riuniti. Si aveva una sola coppia Bunsen. 



I^ROSF^ETTO 11 

Qradnarione deU* apparecchio: — due condens. riimitL 





d'ordine 


I 

interrano 

/ 


El. -H 


m 

El. - 


TV 

X 


Cond. A-f-A' 


1 


3» 


1.10—1.60 


1.10— 1.55 


0.47 




2 


5 


1.20— 2.90 


1.20- 2.70 


1.60 




3 


7 


1.10— 4.60 


1.10— 4.40 


3.40 




i 


10 


1.10— 8.20 


1.10— 7.80 


6.90 




5 


13 


1. 00 - 12. 50 


1. 00 — 12. 20 


11.35 




6 


17 


1. 20 — 18. 80 


1. 20 — 18. 40 


17.40 




7 


20 


1. 00 — 23. 05 


1. 05 — 22. 75 


21.87 




8 


22 


1. 00 — 26. 30 


1. 00 — 25. 90 


25.10 




9 

1 


25 


1.00 — 31.00 


1. 10 — 30. 60 


29.80 


Cond. A 


1 


26 


1.00- 4.50 


1.00 4.30 


3.40 


S. N. 


Lib. I 


V. 






3 
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Per poter confrontare i numeri di questa serie con 
quelli della precedente, si osservi che le deviazioni a? di- 
pendono propriamente dalle cariche raccolte in fine di ogni 
esperienza sul piatto A che è collegato coir elettrometro. 
I numeri l della colonna [ chePrappresentano le lunghezze 
prese sul filo di derivazione, sono in tutte e due le serie 
proporzionali a quelle cariche, ma con rapporto diverso dal- 
l'una all'altra. Perciocché in primo luogo per la mutata 
intensità della corrente è variata in un certo rapporto P 
la ragione degl'intervalli presi sul filo di derivaziohe ai 
potenziali che loro corrispondono. Questo numero P può 

calcolarsi coi dati dell'ultima esperienza cercando il rappor- 

1 

to p dell'intervallo con cui questa è fatta a quello cui 

nella prima serie corrisponde un egual deviazione, e si 

trova P= 1^=0,42. 

26 

In secondo luogo la ragjìone delle cariche ai poten- 
ziali che le producono è naturalmente diversa sperimen- 
tando con un solo condensatore e con due. Indicando con 
R il rapporto fra le cariche che si hanno nell' uno e nel- 
l'altro caso per un medesimo potenziale^ o, ciò che è lo 
stesso, il rapporto inverso dei potenziali che producono la 
medesima carica, il numero R che chiamerò coefficiente di 
riduzione, servirà a ridurre le esperienze fatte coi due modi 
ad una stessa misura. Questo coefficiente, finché non si mu- 
tino le condizioni dell'apparecchio, deve rimaner costante; 

26 
ed è dato qui senz'altro dal rapporto -=-=3,714 degl'in- 
tervalli della *3.* esperienza e dell'ultima, nelle quali coi 
duo modi di sperimentare si| è avuta una stessa devia- 
zione. 

Il prodotto PR esprime il rapporto costante che 
deve esistere fra gl'intervalli che nell'una e nell'altra 
serie corrispondono alla medesima deviazione. Di modo 
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che per confrontare le due serie di esperienze si hanno 
da calcolare per le singole deviazioni i valori di questo 
rapporto^ e vedere se sono effettivamente costanti ed 
uguali a P R. 

I risultati del confronto sono esposti nel quadro 
seguente. Nella colonna I si trovano le deviazioni x del 
prospetto II, nella II gFintervalli a cui sono dovute, nella 

III gP intervalli che corrispondono alle stesse deviazioni 
nella prima serie, i quali si rilevano dalla curva I, nella 

IV i rapporti dei numeri della III a quelli della. II. Per 
maggiore evidenza si sono scritti in una quinta colonna 
le differenze dei numeri della II moltiplicati per il va- 
lor medio e di quei rapporti, ai numeri della III con 
cui dovrebbero coincidere. 



d'ordine 



1 

3 
i 

5 



8 
9 



X 



0.47 

1.60 

3.40 

6.90 

11.35 

t7. 40 

21.87 

25.10 



T 



c= 



13.989 



3.' 

5 

7 
10 
13 
17 
20 
22 



29. 80 I 25 



y 



4.65 
7.80 
10.90 
15.58 
20.35 
26.40 
30.87 
34.10 
38.80 




1.550 
1.560 
1.557 
1.558 
1.565 
1.553 
1.544 
1.550 
1.552 



V 

cUy 



0.01 

— 0.03 

-0.02 

-0.04 

-0.15 

0.02 

0.21 

0.09 

0.05 



13. 989 



= 1,554 ; PR ^0.42X3.71 =1,558 



Le indicazioni del quadro dimostrano sufficien- 
temente la concordanza delle due serie d'esperienze, la 



— 36 - 

]a quale è prova a un tempo dell'esattezza della gradua- 
zione^ e dell'eguaglianza dei risultati che si hanno spe- 
rimentando con uno o con due condensatori. La medesima 
graduazione e curva vale adunque egualmente, nei due casi. 
Solamente i valori effettivi dei potenziali che nell' uno e 
nell'altro caso corrispondono ad una medesima deviazione, 
che è quanto dire ad una medesima carica, differiscono 
per un fattor costante, che è il coefficiente R di riduzione^ 
il quale serve a ridurre ad una stessa misura le espe- 
rienze fatte coi due modi. 

Questo coefficiente il cui valore è qui 3,71, variò dì 
poi per aver cambiato le punte di ebanite nel condensatore 
A\ e divenne uguale a 4., valore che ha poi conservato 
prossimamente in tutto il corso di questo lavoro. Del resto 
io rho determinato di nuovo direttamente, quante volte 
ho dovuto fare il confronto numerico dei risultati ottenuti 
coi due modi. Fuori di questo caso ho ritenuto il valore 4, il 
quale mi ha servito per la riduzione approssimata delle misure 
in unità della forza elettromotrice D di una coppia Danieli, 
come è detto nel numero precedente. La forza elettromotrice 
corrispondente all'unità di carica (unità di misura delle y 
sulla curva I)^ che col condensatore A è uguale prossima- 
mente a ry = 0,0909D, con due condensatori è rpBr 

ossia cosi 22 = 0,0227 D. Ponendo D=100, si passerà 
dalle ordinate y alle forze elettromotrici espresse in cen- 
tesimi di D moltiplicando le y perii numero -j-p=9,09 
nelle esperienze fatte col condensatore A , e per il numero 

-TX = 2,27 in quelle fatte con ambedue i coodensatori. 

L'estensione delle misure, vale a dire il rapporto 
dei potenziali che con uno stesso modo di sperimentare 
corrispondono alla deviazione massima (a?=35,0) e minima 
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(07=0,5), che comporta Toso dell'elettrometro, è pressi* 
inamente aguale a 9 , come si vede dalla graduazione, ed 
usando i due modi insieme essa viene accresciuta nella 
proporzione di 1 a 4. La deviazione massima è qui deter- 
minata dalla lunghezza della scala, e la minima è fissata 
a mezzo grado, perchè con deviazioni più piccole le misure 
divengono troppo incerte. 

Il potenziale che produce con due ^condensatori la 
deviazione di mezzo grado, alla quale appartiene sulla cur- 
va r ordinata 4,8, è in centesimi di Dx 4,8x2,27= 10,9. 
Di modo che l'apparecchio può misurare potenziali la cui 

piccolezza arriva fin presso a « D , e il campo delle mi- 
sure si estende prossimamente da -rr? D a 3, 6 D. 

19. Come si vede l'apparecchio è già così discre- 
tamente sensibile, ma si può, senza mutar nulla in esso, 
estendere le misure fino a potenziali più piccoli col metodo 
che ora esporrò. 

Questo si fonda sulla considerazione della proprietà 
speciale già notata della funzione o curva che rappresenta 
la graduazione dell'elettrometro, che cioè le ordinate cre- 
scono da principio molto più rapidamente che in seguito. 

A V 
Il coefficiente differenziale t^, che per iz?=10 ha un valore 

costante ed uguale ad 1 , cresce col diminuire di a?, e tanto 
più rapidamente quanto più a? è piccolo. Questa proprietà 
fa si che una carica dovuta ad un piccolo potenziale, la 
quale di per sé non dà che una deviazione insensibile o 
piccolissima, può aggiunta o tolta ad un'altra carica più 
grande produrre una differenza apprezzabile di deviazione, 
la quale serva a valutarla. 

Sia p. es. la carica rappresentata dall'ordinata 1 , 
cui risponderebbe direttamente una deviazione affatto in- 
sensibile; e si abbia sul piatto A una carica comunque 
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ottenuta, rappresentata dall'ordinata 20, la quale produr- 
rebbe da sé una deviazione di 11 gradi: alla somma 21 
delle due cariche corrisponde una deviazione ili 12 gradi, 
con una differenza di 1 grado rispetto alla precedente. 

Dirò ora in qual modo ho potuto valermi praticamente 
di questa proprietà, lo metteva il piatto inferiore B del con- 
densatore più piccolo in comunicazione col polo di una pila di 
due elementi di Danieli, di cui l'altro polo comunicava colla 
terra. Facendo dopo ciò con uno o con due condensatori le 
solite operazioni delle precedenti esperienze, se non vi è alcuna 
forza elettromotrice nel sistema dei conduttori che collegano 
i piatti collettori colla terra, si ottiene in fine sul piatto A 
una carica costante, che è dovuta all'influenza dell'elettri- 
cità raccolta sul piatto inferiore B, e che sollevando al 
solito il piatto A dà una determinata deviazione X. Se poi 
vi è una forza elettromotrice, la carica che essa produr- 
rebbe, ove il piatto B fosse come d'ordinario in comunicazio- 
ne colla terra, si aggiunge in più o in meno secondo il segno 
all'anzidetta carica d'induzione, e si ha così una deviazio- 
ne maggiore o minore della precedente a?i>X, oa7,<X. 
Indicando con 2/<,2/4,Y rispettivamente le ordinate corri- 
spondenti prese sulla curva, le quantità 

./ V v ,/ ysni 

J/ì—^ } ^—y%j — g — 

» 

che debbono essere uguali fra loro, e che indicherò con 
^ y, rappresentano la carica che è dovuta a quella data 
forza elettromotrice e che ne dà la misura. Per deviazioni 
X maggiori di 10 gradi le y corrispondenti si hanno dalla 
relazione 2/=aj-}-19 ,onde le /^ y sono in questo caso uguali 

alle differenze ^x Tj^i— X,X— a;^, ^ ^ ^ j datedall'o- 

servazione; ma in ogni caso si deducono da queste per 
mezzo della curva. 
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I risultati dell'esperienza hanno piei^amente corri- 
posto a queste previsioni. Mi limito ad indicare una delle 
varie serie di misure fatte a questo proposito. 

Si aveva il solito filo di derivazione percorso dalla 
corrente di una coppia Bunsen e si operava coi due conden- 
satori riuniti. Una prima esperienza fu fatta col modo or- 
dinario^ cioè tenendo il piatto B in comunicazione colla 
terra, allo scopo di determinare così direttamente la ra- 
gione con cui variava il potenziale nel filo di derivazione 

misurando il rapporto 7= A dell'ordinata corrispondente 

sulla curva alla deviazione ottenuta, con l'intervallo l di 
filo col quale si ebbe quella deviazione. 

Si ebbero così i seguenti numeri . Scriverò per 
brevità qui e in seguito semplicemente le deviazioni ef- 
fettive, cioè le differenze dei numeri letti in ciascuna os- 
servazione con quelli che indicano la rispettiva posizione di 
riposo. 




1 
2 



25 



n 



EL- 



IV 

Media 
X 




28.90 
28.80 



28.30 
28.30 



28.60 
28.53 



37.60 
37.55 



valore medio di y 37,57; & = ^^ = 1 ,503 



Si pose quindi il piatto B in comunicazione col polo 
negativo della anzidetta pila di due coppie Danieli , e 
così si procedette alle solite operazioni. Il seguente pro- 
spetto contiene l'indicazione ed il confronto numerico dei 
risultati. La deviazione X osservata quando il potenziale 
sui piatti collettori era uguale allo zero, il che si olteneva 
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tenendo aperto il circuito di cai faceva parte il filo dì derì< 
vazione, si trovò sempre costante ed uguale a 13 gradi. 



Qtmt 



I^ROSPEXXO 111 

delTaiipi. — dna oond. rimitti, mirar» dUlfereiudale 

X=i3.00 ; Y«M.OO ; k=1.50 



N.o 
d'ordine 



Intenr. 
/ 



n 

^1 



a?. 



rv 

Vi 



Vt 



VI 



Y-y, 



Vi-Vi 



kl 



Vs- 



Vi 



3 



1 

2 



13.50 
14.05 
U.45 
16.00 
17.55 



12.50 
12.10 
11.50 
10.05 
8.60 



22.50 
23.05 
23.45 
25.00 
26.55 



21.50 
21.10 
20.50 
19.05 
17.50 



0.50 
1.05 
1.45 
3.00 
4.55 



0.50 
0.90 
1.50 
2.95 
4.50 



0.50 
0.97 
1.47 
2.97 
4.52 



0.50 
1.00 
1.50 
3.00 
4.50 



I numeri delle colonne VI, VII, Vili, che sono prossima- 
mente uguali fra loro, crescono proporzionalmente agi' in- 
tervalli l corrispondenti, e il rapporto non differisce dal 
numero k precedentemente determinato, come apparisce 
dal confronto coi numeri dell'ultima colonna. Ciò dimo- 
stra l'applicabilità di questo metodo, col quale si hanno 
misure esatte al pari di quelle ottenute col jnodo ordinario 
e con quelle direttamente comparabili. 

Indicherò d'ora innanzi per brevità questo metodo di 
misura col nome di differenziale per distinguerlo dall'al- 
tro modo ordinario o diretto. 

L'aumento di sensibilità che per esso si ottiene è 
considerevole. Le variazioni ^x sulla curva I essendo 
per a;>10 uguali alle corrispondenti ^y, ove si fissi 
anche qui per limite inferiore di A^ il mezzo grado, 
si arriva nelle misure fino alle cariche corrispondenti a 

Ay= ij che sono quasi 10 volte più piccole della carica 
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(y=4,8) che corrisponde alla deviazione di mezzo grado 
col modo ordinario. Di guisa che con due condensatori 
si va così fin quasi al centesimo della forza elettromotrice 
di una coppia Danieli. 

Vi ha di più che per la lentezza del movimento 
dell'ago dell'elettrometro, il quale impiega circa 15 secondi 
o fare una deviazione, si apprezzano più facilmente le pic- 
cole diflFerenze di due deviazioni un po' grandi^ che non le 
piccole deviazioni, nelle quali l'ago par quasi immobile; 
cosicché si possono apprezzare anche le ^x inferiori al 
mezzo grado senza grande incertezza. La sensibilità viene 
inoltre raddoppiata sperimentando, quando si può, due volte 
di seguito col medesimo potenziale cambiato di segno, ed 
osservando la differenza Xi — x^ delle due deviazioni, la 
quale è doppia della differenza A ^ ^^^ corrisponde a quel 
potenziale. 

Il metodo differenziale ha anche il vantaggio di far 
conoscere il segno dei potenziali che si misurano, che nel 
modo ordinario non è indicato direttamente dal mio ap- 
parecchio, ed ha poi il pregio più importante di essere 
esente dall'influenza di alcune cause di errore che potes- 
sero esservi nel condensatore, bastando per esso che 
la- capacità ne sia invariabile, e che funzioni allo stesso 
modo nelle due esperienze che occorrono per ogni misura. 
Infatti le cause permanenti, come l'elettrizzamento perma- 
nente dei coibenti, la diversità delle superficie metalliche 
opposte, l'esistenza di qualche forza elettromotrice estranea, 
influendo egualmente sulle due deviazioni, non hanno ef- 
fetto sulla loro differenza. 

Ciò fa sì che col metodo differenziale si possano ave- 
re buone misure anche adoperando condensatori che al- 
trimenti darebbero risultati inesatti. Così p. es. io sono 
riuscito ad ottenere numeri discretamente esatti con un 
condensatore a piatti d'ottone verniciati messo al posto 
del condensatore A*, del quale aveva anche le dimensioni. 
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Per la grande capacità di un tal coDdeosatore la sensi- 
bilità dell'apparecchio era allora estrema, ed il coefficiente 
R di riduzione era prossimamente uguale a 18. In tal 
modo io son giunto a misurare le differenze di potenziali 
in due punti d^l mio filo di derivazione che chiudeva una 
coppia Bunsen, fino alla distanza di 5 cm. Però nelle ap- 
plicazioni a cui si riferisce il presente lavoro non mi sono 
servilo d'altri condensatori che di quelli che ho prima de- 
scritti. 

20. Quello che ho detto a proposito del metodo differen- * 
ziale rende ragione di un fatto che ho già riferito in prin- 
cipio, e che allora poteva sembrare non ben chiaro, voglio 
dire di questo che mentre col mio apparecchio sperimen- 
lando senza forza elettromotrice non si ha mai alcun segno 
di deviazione, pure accade di osservare differenze apprez- 
zabili nelle deviazioni che si hanno per una medesima 
forza elettromotrice secondo il segno con cui è presa. 

La spiegazione si ha subito in ciò che una piccola 
carica, dovuta ad una causa risiedente neir apparecchio, 
sebbene incapace di dare per sé alcuna deviazione sen- 
sibile, può, come si è visto, aggiunta in più o in meno 
ad altra carica, produrre un effetto notabile. 

Si vede altresì come si possa valutare quella ea- 
rica che chiamerò carica interna, e correggere T errore 
che porta nelle misure^ anche senza essere obbligati di 
ripetere ciascuna misura due volte, come io ho fatto nelle 
esperienze precedenti e in molte di quelle che seguono. 
Essa deve infatti rimanere costante finché non si aiutano 
le condizioni dei condensatori, come risulta effettivamente 
dai numeri già dati; e deve essere uguale alla metà della 
differenza delle cariche date da una medesima forza elet- 
tromotrice presa con un segno e coli' altro. Indicando con 
a?i , x^ le deviazioni così ottenute, con y< , y% le ordinate 
corrispondenti della curva I, la carica interna sarà rappre- 
sentata da J=^-i^^^ ; e per correggere l'errore che ne 
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deriva nelle misure, basterà che alle y corrispondenti 
alle deviazioni osservate si aggiunga o tolga secondo il 
segno la quantità J. La determinazione di questa va fatta 
dì nuovo per ogni serie di esperienze in cui se ne voglia 
far uso, ed è utile ripeterla più volte nel corso di una 
stessa serie per accertarsi della costanza. Nelle esperienze 
precedenti ò è prossimamente uguale a 0,15 con un 
solo condensatore e a , 20 con ambedue; e questi valori 
non son variati che di poco nel corso del mio lavoro. 

21. Per non ingombrare troppo di numeri queste 
pagine, io non ho riferite che poche delle numerose 
esperienze che ho fatte studiando e graduando Tappa* 
recchio. Credo tuttavia che le indicazioni di questo ca- 
pitolo bastino a darne un'idea sufficiente al lettore. Le 
riassumerò ora in poche parole. 

La curva I rappresenta la relazione fra le cariche 
raccolte in fine di ogni esperienza sul piatto A (ordi- 
nate 2/) e le deviazioni che producono nell'elettrometro 
(ascisse x). 

Per valori di y minori di 4,8 le x sono cosi 
piccole (minori di mezzo grado) che non possono esser 
date con sicurezza dall'osservazione. Di poi le x cresco- 
no più rapidamente con le y, e gli aumenti delle une 
e delle altre s'accostano a poco a poco alla proporziona- 
lità (e con le unità di misura con cui è costrutta la 
curva air eguaglianza ), e la raggiungono sensibilmente 
verso il punto (a? = 10,2/-^19), oltre il quale la curva 
è una linea retta. 

Per misurare cariche minori di 4,8 si usa il metodo 
differenziale, che consiste nelTosservare l'aumento e la di- 
minuzione ^ X che quelle cariche, aggiunte in più o in 
meno ad una carica fissa, producono nella deviazione X 
che a questa corrisponde. Le differenze ± A y f^^ 1© or- 
dinate appartenenti alle ascisse X+ A^ ed X (differenze 
che per ascisse maggiori di 10 sono uguali alle A^); 
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rappresentano quelle date cariche. Così si arriva colle mi- 
sure fino alle cariche uguali ad ^ ed anche più piccole. 

L'unità- di carica^ ossia l'unità di misura per le 
ordinate y, corrisponde prossimamente con un condensatore 

ad y. della forza elettromotrice di un elemento Danieli^ 
e coi due condensatori ad -jj. 

IV 

VerlflMftzIone delle le^S^ deirindozlone per 
moto relativo di una spirale rispetto 
ad an eireuito Toltaieo o ad una 
eaiamita. 

22 La prima applicazione ch'io ho fatto dell'ap- 
parecchio e del modo di misura precedentemente descritti 
(senza contare le determinazioni della forza elettromotrice 
di alcune coppie elettriche (*), le quali furono fatte così 
per prova e senza quelle cure nella preparazione delle cop- 
pie che sono indispensabili perchè tali misure abbiano 
qualche valore, e non meritano perciò di essere riferite); 
è stata la verificazione di alcune fra le note leggi dell'in- 
duzione per moto relativo di un circuito in presenza di 
una calamita o di un ajtro circuito percorso da corrente. 

(^) Per es. dai numeri cha ho riferiti risulta già la misura 
della forza elettromotrice B di una coppia Bunsen in confronto 
di quella di una Ij^aniell (D=100). Si è visto infatti come con 
una coppia Bunsen e col condensatore A si ebbe una devia- 
zione media a? = 11, 6 ( pag. 25 ) a cui corrisponde sulla 
curva I Tordinata 20, 6, e quindi una differenza di potenziale 

B = 20,6.^^= 187. 
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Secondo l'odierna teoria dell'induzione, quale risulta 
dai lavori di Lenz, Neumann, Felici ed altri, indicando 
con P il potenziale elettromagnetico o elettrodinamico della 
calamita o del circuito chiuso inducente sopta il circuito 
chiuso indotto supposto percorso dall'unità di corrente (*), 
la forza elettromotrice e indotta in quest' ultimo in un dato 
istante /.è 

essendo e la costante d'induzione, il cui valore dipende 
dalle unità di misura, e che si può supporre uguale ad 1 . 
Tale forza elettromotrice, supposta permanente, pro- 
durrebbe a circuito interrotto, dopo un brevissimo periodo 
variabile una differenza /J^ =^E di poteùziale elettrostatico 
ai capi del filo che potrebbe misurarsi coU'elettrometro; ed 
a circuito non interrotto, similmente dopo un periodo va- 

E 
riabile, una corrente d'intensità I=7t (essendo R la re- 

sistenza del circuito) da misurarsi con un galvanometro. 
Però le forze elettromotrici d'induzione sono sempre varia- 
bili col tempo. Nei casi d'induzione per apertura o chiusura 
del circuito inducente, il potenziale elettrodinamico passa 
quasi istantaneamente dal valore determinato Po, che ha a 
corrente chiusa al valore zero e viceversa; ed è allora impos- 
sibile tener dietro coll'esperienza alle variazioni della forza 
elettromotrice E, astrazion fatta da quei casi in cui delle 
cause ritardatrici, come F estracorrente che succede alla 
chiusura del circuito inducente, intervenganoa prolungare la 



(*) Quando si tratti di circuiti chiusi l'esistenza ed il signi- 
'ficato fisico di P sono, come ènoto^ ben chiari e al di fuori deHe 
difficoltà e controversie che si agitano intorno al potenziale 
elettrodinamico elementare. 
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dorata del fenomeno. Solo si può misurare col galyanometro 

la corrente totale che percorre il circuito indotto^ la quale 

p 

si trova essere uguale a-^, onde si deduce che la somma 

delle forze elettromotrici indotte è uguale a Po. NelFindu- 
zione per moto relativo invece le variazioni di P e di E 
sono comparativamente assai lente, e si può studiarne spe- 
rimentalmente l'andamento. Trascurando, come qui pud 
farsi generalmente, il piccolo tempo che l'elettricità mette 
a stabilirsi in equilibrio statico o dinamico corrisponden- 
temente alle forze che sono in azione, la differenza A di 
potenziale elettrostatico che sì manifesta ai capi del circuitp 
indotto aperto, d'intensità 1 della^orrente a circuito chiuso, 
misurate in un dato istante darebbero la misura del valore 
che ha in quel medesimo istante la forza elettromotrice 
E d'induzione. 

II galvanometro di sua natura non misura che la 
quantità Q di elettricità 

ti U 



Idt^ì I Edt 





che passa in un dato tempo attraverso il filo, onde non 
dà direttamente il valore istantaneo dell'intensità varia- 
bile I e della corrispondente forza elettromotrice E, a meno 
che non si prenda un tempo (t^ — t^) tale che durante il me- 
desimo si possa riguardare I come costante, il che non 
è sempre possibile in pratica. In generale pertanto col 
galvanometro, cioè a circuito indotto chiuso, non si stu- 
diano le forze elettromotrici direttamente; ma se ne studia 
la funzione integrale 

ti 
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La quale poi teoria ed esperienza insieme han dimostrato 
essere uguale alla differenza 

P — P 

dei valori del potenziale P nei due stati corrispondenti 
ai tempi t^ e ti. 

A circuito aperto invece si può' coU'elettrometro mi- 
surare in ogni istante il valore della forza variabile E, 
per mezzo della differenza ^ anzidetta. Per questo si 
tengono i due capi del filo riuniti ai due piatti di un 
condensatore; e interrompendo le comunicazioni nell'istante 
che si vuole, si misura la càrica raccolta nel piatto col- 
lettore; la quale, supponendo trascurabile come ho detto 
il tempo che l'elettricità impiega a mettersi in equilibrio, 
è proporzionale il valor di ^ e di E al momento del- 
l'interruzione. 

Quesf ultimo è il metodo eh' io ho seguito. Il caso 
che ho trattato è quello di una spirale fatta di n giri 
di filo riuniti in un anello circolare, il quale si muove in 
presenza del sistema inducente, in modo che la sua po- 
sizione in ogni istante possa esprimersi in funzione della 
lunghezza s del cammino percorso da uno dei suoi punti, 
p. es. dal centro. I giri di cui è composto l'anello sono 
così ravvicinati che si possono riguardare come uguali di 
grandezza e di posizione. 

Indicando con p il potenziale del sistema inducente 
sopra un giro del filo suddetto, si ha 

T^ dP dp dp ds 

ds 
essendo^ la velocità con cui si muove il centro dell'a- 
nello, che indicherò con v; onde 
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Nel caso d'induzione elettrodinamica p è proporzionale al- 
l'intensità i della corrente inducente, e si ha 

> 

p = ip\ 

indicando con p] il potenziale relativo all'unità di corrente 
ìnducente; onde: 

ds 

Da queste forinole sono espresse le tre leggi note che 
io ho preso a verificare con misure elettrostatiche, cioè 
che la forza elettromotrice indotta, a parità delle altre 
circostanze è proporzionale: 

1) al numero n di giri della spirale indotta, 

2) alla velocità v del moto a cui l'induzione è dovuta, 

3) all' intensità della corrente inducente, ove si tratti 
d'induzione elettrodinamica. 

23. L'apparecchio di cui mi son servito per queste 
esperienze, oltre l'elettrometro ed i condensatori già descrit- 
ti, è rappresentato nelle sue parti principali dalla fig. Ili, 
Tav. I. Esso consiste in un pendolo il quale cadendo 
porta seco nel suo moto la spirale indott'a, ed è unito 
fissamente ad un interruttore destinato a togliere in un 
dato istante la comunicazione della spirale indotta col con- 
densatore, e nello stesso tempo a determinare per mezzo 
di una disposizione speciale la velocità del movimento. 

L'interruttore fu divisato e fatto costruire dal Prof. 
Felici, che me ne concesse gentilmente 1' uso; ed è quel 
medesimo di cui egli ha pubblicato testé un'accurata de- 
scrizione illustrata coU'esempio di alcune serie di esperienze 
fatte con quello (^). La quale pertanto mi dispensa dal 

(*) Nuovo Cimento Voi. XII, p. 115; Settembre 1874. 



~Ì9 — 

doverlo descriyere io minutamente; onde mi limito ad nn 
semplice cenno. 

Una sbarra di ottone zz^ a guisa di giogo o bi- 
lanciere è imperniata nell'occhio di due forti staffe metal- 
liche che stanno solidamente impiantate sopra una base di 
ferro fuso. Essa porta in ciascun braccio un corsoio da 
fissarsi con vite di pressione dove si vuole , il quale 
Gon un risalto urta e solleva al girare del bilancio zz^ 
una piccola leva co col cui mezzo si produce Tinterruzione. 
Questa leva, che è di ebanite, porta un bottone metallicQ 
foggiato inferiormente a callotta che, quando la leva è 
abbassata, si appoggia premuto da una molla sulla super- 
ficie piana di un altro bottone metallico impiantato in un 
braccio sottoposto di ebanite. I due bottoni sono muniti 
di serrafili. Questi pezzi sono portati da una specie di 
carretto che può muoversi su e giù lungo una colonna me- 
tallica verticale guidato per mezzo di una fenditura, e 
che si fissa all'altezza voluta eoa vite a pressione. Per cia- 
scun braccio del bilanciere zz^ si ha uno di questi sistemi, 
e se ne possono avere anche due con due colonne disposte 
di fronte da una parte e dall' altra del braccio. Cosi 
regolando la posizione dei corsoi e l'altezza delle leve, si 
possono produrre al girare della sb irra zz^ fino a quattro 
interruzioni in dati punti e con dati intervalli. Nella figura 
non si veggono che due colonne, poiché non mi sono ser- 
vito che di queste in tutte le esperienze che ho da riferire, 
e per quelle poi di cui ora sto trattando non ne occorre 
che una sola. 

La velocità con cui si fa girare il bilanciere zz^ e 
r intervallo di tempo che corre fra le varie interruzioni 
che si producono, si osservano direttamente nel modo che 
ora dirò. Una ruota o cilindro C di ottone di 14 Cent, di 
diametro e 3 Cent, di altezza è fissata solidamente allo 
stesso asse su cui è imperniato il bilanciere zz\ Accanto 
al cilindro sta da una parte una sirena di Froment (che 
S. N, Lih. ÌV, 4 
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non è disegnata salla figura) la cai ancora oscillante porta 
in cima una linguetta di ottone sottile ed appuntata. La 
sirena è disposta in modo che si pud sollevare od abbassare, 
con che l'ancora oscillante si allontana dalla superficie 
del cilindro, o le si avvicina fino a sfiorarla con la punta 
della linguetta, la quale allora all' oscillare dell' ancora 
scorre innanzi e indietro sopra di essa secondo una sua gene- 
ratrice. Quando si fa girare il bilanciere insieme col cilin- 
dro, la punta vibrante traccia sulla superficie una curva 
sinuosa, che si rende visibile afinmicando quella legger- 
mente. 

La disposizione della sirena permette ancora di spo- 
stare questa parallelamente all'asse del cilindro, col qual 
movimento, se la sirena è abbassata, la punt^ in riposo 
traccia sulla superficie annerita una generatrice. Tali linee 
cosi tracciate forniscono un mezzo comodo per determinare 
la posizione del cilindro e del bilanciere. Oltre a ciò 
il detto movimento serve a portare la punta che traccia 
le curve sulla superficie del cilindro, sopra parti sempre 
nuove di quella superficie, in modo da avere più curve di 
seguito descritte l'una accanto all'altra. 

Per determinare con questo sistema l'intervallo di 
tempo che in una data esperienza corre fra due interru- 
zioni, si tracciano nel modo testé indicato, prima o dopo 
l'esperienza, le generatrici corrispondenti all'una e all^altra 
interruzione, cioè alle posizioni in cui il bilanciere zz in« 
centra l'una e l'altra leva, e poi si conta il numero l di 
oscillazioni che sulla curva tracciata dalla punta della sirena 
sono contenute nel tratto compreso fra quelle due gene- 
ratrici . Se n è il numero delle vibrazioni che fa al secondo 
l'ancora della sirena, il quale si desume dalla nota che 

essa rende, l'intervallo cercato sarà di - secondi. Con 
' n 

ugual facilità si determina la velocità del movimento 
del cilindro e del bilanciere, la quale è proporzionale alla 
lunghezza che occupano le vibrazioni sulla curva. 



— Si- 
la tutte le mie esperienze la sirena era messa in 
azione da una pila di 3 elementi Bunsen, e rendeva una 
nota sensibilmente costante che era il doj di 512 vibra- 
zioni semplici. Una vaschetta di mercurio inserita nel cir-^ 
culto serviva a farla suonare o tacere a volontà immer- 
gendo sollevando semplicemente un filo. Nel contare 
le vibrazioni sulla curva, si valutavano le frazioni ad occhio 
o con l'aiuto di una lente e di un piccolo regolo graduato. 
Cosi io poteva apprezzare fino ai decimi di oscillazione. 

Il limite della piccolezza degrintervalli di tempo che 
col descritto {strumento si possono avere fra le interruzioni 
e valutare senza troppa incertezza, dipende in molta parte 
dell'abilità e dalla pratica dello sperimentatore; ma credo 
che possa stabilirsi prossimamente fra i\ e /« di vibra- 
zione, cioè verso sr^^ di secondo. 

24. Al descritto interruttore io aggiunsi un pendolo 
nel modo che è indicato dalla figura. L'asta è fatta con 
. una striscia di lamina d'ottone, alla quale sono saldate ad 
angolo retto lungo la linea di mezzo di una faccia, al di 
sopra e al di sotto del centro di sospensione due striscio 
più corte che servono di rinforzo, ed impediscono le oscil- 
lazioni trasversali dell'asta. L^asse di sospensione del pen- 
dolo coincìde con l'asse del bilanciere zz e del cilindro C 
a cui è fissato solidamente; di guisa che asta, bilanciere 
e cilindro formano un solo sistema rigido che oscilla tutto 
insieme intomo allo stesso asse. 

L'asta ha nella sua parte inferiore tre fori EijE^E,, 
due dei quali si succedono secondo la sua lunghezza verticale 
alla distanza di m. 0,40 e m. 0^50 dall'asse di sospen- 
sione, ed il terzo è posto m. 0,07 più in basso in una 
ripiegatura orizzontale di 3 cm. di lunghezza con cui essa 
termina inferiormente. I due fori E, , E, , servono a fissare 
all'asta con viti di pressione il rocchetto della spirale in- 
dotta in posizione verticale od orizzontale, e l'altro E, serve 
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airoccorrenza a iSssarvi dei pesi per modificare e rego- 
lare la velocità del moto oscillatorio del sistema. Al me- 
desimo ufficio è destinata la fenditura verticale che si vede 
nella parte superiore dell'asta, lungo la quale si può di- 
sporre un peso corsoio a diverse altezze. Il movimento 
del sistema può essere abbandonato a sé lasciando cadere 
il pendolo da una data altezza, oppure si può regolarlo 
a mano infilando le dita fra i raggi della ruota C. 

25. Ecco ora il piano delle esperienze. La spirale 
indotta ha uno de suoi capi in comunicazione col suolo, 
e l'altro capo comunica per mezzo di un filo isolato col 
pezzo metallico sottoposto al bottone della leva x, il quale 
mediante un filo pure isolato è riunito al condensatore. 
Portata dall'asta la spirale si muove in presenza del si- 
stema inJucente opportunamente disposto in vicinanza del 
pendolo, e la forza elettromotrice d'induzione che ne deriva 
dà luogo, finché la leva x é abbassata, ad una carica 
nel condensatore con cui la spirale allora comunica. Questa 
carica varia di conserva con la forza elettromotrice, e ne 
rappresenta in ogni istante il valore. A un dato punto del 
movimento il bilanciere battendo contro l'estremità della 
leva Xy la solleva ed interrompe la comunicazione della 
spirale col condensatore: nel quale resta cosi presa una 
carica che corrisponde al valore della forza elettromotrice 
nel momento dell' interruzione, e che viene poi misurata 
coir elettrometro nel rao-lo che sappiamo. 

Il punto dell'interruzione si regola per mezzo dell'al- 
tezza a cui vien fissata la leva x, e si determina come 
ho detto con una linea tracciata sulla superficie del ci- 
lindro. Durante il movimento del pendolo si fa suonare 
la sirena tenendola abbassata, cosicché la punta vibrante 
descrive sul cilindro una curva, e dalla lunghezza delle 
sue sinuosità si deduce la velocità del movimento. 

Se ora tenendo sempre invariata la posizione del si- 
stema inducente e del punto d'interruzione si fanno così 
delle serie di esperienze: 
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1) cambiando da un'esperienza all'altra soltanto il nu- 
mero n dei giri della spirale indotta ; 

2) variando solo 1^ velocità v del movimento; 

3) facendo variare solo l'intensità della corrente indu- 
cente, ove si tratti d'induzione elettrodinamica; 

si possono verificare le tre leggi sopraccennate ad una 
ad una, e anche se ne può verificare il complesso facendo 
variare insieme più d'una delle dette circostanze. 

26. Per poter intraprendere delle misure secondo il 
piano divisato, era d'uopo che io mi accertassi prima spe- 
rimentalmente se cosi sarebbe soddisfatta sufficientemente 
la condizione supposta che la carica del condensatore cor- 
risponda in ogni istante al valore attuale della forza elet- 
tromotrice iudottn, il che richiede che il tempo necessario 
allo stabilirsi dell'equilibrio elettrostatico nel filo e nei 
piatti (*) sia piccolo di fronte ai tempi in cui nel corso del- 

(^) Per effetto della forza elettromotrice vi è un movimento 
di elettricità dalla spirale verso il condensatore, tendente 
a stabilire sui due piatti una differenza di potenziale elettro- 
statico corrispondente a quella forza. L'equazione che rappre- 
senta approssimativamente questo movimento si determina fa- 
cilmente. — Se R è il valore della forza elettromotrice in un 
dato istante t, R la resistenza del filo, Q la quantità di elet- 
tricità che ha già ricevuto il condensatore al tempo t\ trascu- 
rando la carica del filo ed applicando la legge di Ohm, si ha 
per rintensità della corrente 

Per E costante l'integrale di questa equazione è 

Q=EC— (EC— Qo)e~R^ 

dove Qo rappresenta la carica esistente sul piatto ai tempo 
^ =• o. Supponendo Q<, = o, si ha 



Q=ECV1— e ^^y 



e il tempo t che occorre per avere una carica il cui rap- 
porto alla carica finale E Ò non differisca dall'unità che di 
una data quantità, e è 

T= — RClog. e 
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l'esperienza si manifestano variazioni sensibili della forza 
elettromotrice stessa. Io feci a quest'oggetto varie esperienze, 
da cui risultò Taccentiata condizione essere verificata, e 
che riferirò brevemente. 

Con la medesima disposizione che mi ha servito nelle 
esperienze del capitolo precedente, io prendeva sul filo di 
derivazione percorso dalla corrente di una coppia Bunsen, 
due punti, di cui l'uno veniva messo in comunicazione colla 
terra, e l'altro coi piatti A ed A' dei due condensatori 
riuniti. Quest'ultima comunicazione era stabilita coU'inter- 
mezzo dell'interruttore e di una spirale nel modo seguente. 
11 filo proveniente da quel punto andava al serrafili della 
leva della parte sinistra dell'interruttore, dove il pezzo 
metallico opposto era tenuto stabilmente in comunicazione 
coi piatti B e B' e al tempo stesso colla terra. Una spirale 
fatta con 70 m. di filo di rame di 0,4 mm. di diametro 
e di maggior resistenza di tutte le spirali indotte da me 
impiegate in seguito, era riunita per un capo alla detta 
leva di sinistra e per l'altro alla leva x di destra. Final- 
nalmente il pezzo sottoposto a questa era collegato ai piatti 
A ed A\ Con tale disposizione, fintantoché ambedue le 
parti dell'interruttore soa chiuse, i piatti superiori ed in- 
feriori comunicano fra di loro e colla terra, e non può 
esservi alcuna carica: all'aprire della parte sinistra i piatti 
A, A' rimangono isolati dagli altri piatti e dalla terra, 
e comunicano con l'intermezzo della spirale col punto di 
derivazione; la quale comunicazione viene poi interrotta al 
sollevare della leva x di destra. 

Tolto il pendolo, di cui io qui non mi serviva, si 
regolava la posizione delle leve in modo che al girare 
del bilanciere avvenisse prima l'interruzione di sinistra, e 
poi dopo un certo intervallo tenesse dietro quella di de- 
stra. Nel tempo t che correva fra le due interruzioni 
l'elettricità affluiva ai piatti A , A' ; e la carica corf ot- 
tenuta in essi, che dopo la seconda interruzione vi rima- 



— 55 -» 

ueva racchiusa, si misurava al modo solito. Il tempo t , 
che si faceva variare a piacere regolando l'altezza delle 
due leve e la velocità del bilanciere^ che veniva girato 
a mano^ era misurato per mezzo della sirena nel modo 
indicato dianzi. 

La tavola seguente contiene i risultati di una serie 
di queste esperienze. L'intervallo preso sul filo di deri- 
vazione è lo stesso per tutte e di 2 metri. Nella colon- 
na I sono indicati gì' iater valli t Ai tempo durante i 
quali nelle varie esperienze il condensatore è esposto al- 
l'azione della forza elettromotrice, espressi per il numero 
delle vibrazioni della sirena comprese fra le due interru- 
zioni, doè in 512. m' di secondo. Le esperienze notate 
con t=i co son fatte tenendo la prima interruzione sempre 
aperta, con che il condensatore è costantemente in comuni- 
cazione colla sorgente elettrica fino all'istante del solleva- 
mento della seconda leva x^ e servono a far conoscere 
la carica finale o di equilibrio corrispondente alla forza 
elettromotrice attuale. 
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PROSPETTO IV 

Tempo occorrente per caricare ti òòndensatore. 

Due cond, ritmiti. 




I numeri delle prime 4 esperienze presentano delle 
irregolarità. Mi avvidi che ciò era dovuto alla poca 
bontà dei contatti nei punti d'interruzione, dove, a non 
porci cara, può essere offerta al passaggio dell'elettricità 
una resistenza molto maggiore di quella di tutto il ri- 
manente circuito metallico. D'allora in poi ho atteso sem- 
pre con cura ad avere buoni contatti, mantenendo ben 
pulite le superficie opposte ed assicurandomi ad ogni 
volta che esse finsero ben premute l'una contro l'altra. 

Per tutte le altre esperienze le deviazioni dell' e- 
lettrometro sono quasi costanti, fuori dell' ultima che 
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corrisponde a j% di vibrazione, tempo assai piccolo e pros- 
simo al limite a cui può arrivare l'interruttore. Ad ogni 
modo risulta certamente dai numeri ottenuti che il cari- 
carsi del condensatore fino ad una differenza dalla carica 
finale che non oltrepassi il centesimo di questa, richiede 
nelle presenti condizioni un tempo non superiore alla du- 
rata di mezza oscillazione, ossia prossimamente ad j^ 
di secondo. 

Questo tempo, il quale cresce proporzionalmente 
alla capacità del condensatore ed alla resistenza del 'cam- 
mino che r elettricità deve percorrere, non poteva che 
essere minore in tutte le esperienze sull' induzione di cui 
si tratta in questo capitolo, nelle quali la capacità del 
condensatore è uguale o minore ( quando si fa uso del 
solo condensatore A ), e le spirali adoperate hanno tutte 
una resistenza minore della presente. Ora nella disposi- 
zione con cui si sperimentava, le variazioni della forza 
elettromotrice d'induzione negl'istanti precedenti imme- 
diatamente all'interrompersi della comunicazione fra la spi- 
rale ed il condensatore erano tali da non averne alcun 
cambiamento sensibile in ^5^3^ di secondo. Onde la sup- 
posta condizione era realmente soddisfatta. 

27 II sistema inducente era costituito secondo ì 
casi da una calamita temporaria, da una calamita 
permanente, da un circuito elettrodinamico. Per la 
prima mi sono servito del noto apparecchio di Ruhmkorff 
relativo alla rotazione magnetica del piano di polarizza- 
zione^ che era messo in azione da una pila di 3 elementi 
Bunsen; la seconda era una calamita d'acciaio a ferro 
di cavallo appartenente ad una macchina magnefco elettrica 
di Clarke e capace di portare un peso di Kil. 2,5; ed il 
circuito elettrodinamico infine consisteva in una spirale 
anulare a sezione rettangolare, alta 3cm. con un diame- 
tro esterno di 14 cm. ed un interno di 6cm. fatta con un 
grosso filo di rame a rivestitura di seta avvolto sopra un 
disco di legno scavato sul contorno. 
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Il rocchetto indotto consisteva in un disco di eba- 
nite dell'altezza di mm. 8, munito sul contorno di una 
scanalatura rettanirolare larga mm. 4 e profonda mm. 5^ 
sulla quale si avvolgeva del filo di rame molto sottile, 
rivestito di uno strato di collodio anch' esso sottilissimo, e 
tuttavia sufficientemente isolante ( diametro del filo nudo 
mm. 0,35, e colla rivestitura mm. 0,5 ); di modo che 
fino a 100 giri potevano essere contenuti nella gola del 
rocchetto. La quale era stata fatta così piccola perchè i 
giri potessero senza errore sensibile essere considerati 
come tutti uguali di grandezza e di posizione rispetto al 
sistema inducente. Ho fatto uso talvolta anche di un altro 
rocchetto eguale in tutto al precedente, salvo che la 
gola era più grande, in modo da poter contenere fino a 
200 giri del medesimo filo. 

Le due estremità del filo erano fissate a due pic- 
coli serrafili impiantati l'un presso all'altro sul contorno 
del rocchetto, e dai quali poi partivano due altri fili de- 
stinati a stabilire le comunicazioni, come ora dirò. Cosi si 
poteva senza toccar questi fare i cambiamenti che si volevano 
nella spirale. Mediante una vite di pressione il rocchetto, 
che era traforato al centro, si fissava all' asta del pen- 
dolo, nel piano verticale d'oscillazione, corrispondente- 
mente al foro Ej , o in un piano orizzontale per mez- 
zo del foro E3 al di sotto della ripiegatura. Di là i due 
fili suddetti provenienti dalle estremità della spirale erano 
condotti, tenendoli tesi e distaccati dall'asta, all'asse di 
sospensione coperto di rivestitura isolante, al quale erano 
fissati, e d'onde proseguendo ravvolti per un certo tratto 
ad elica elastica andavano a terminare ai serrafili delle 
due leve d' interruzione. La leva x di destra comunicava , 
per mezzo del pezzo sottoposto e di un filo isolato con- 
dotto da questo col condensatore, finché rimaneva abbas- 
sata; e quella di sinistra era tOQuta costantemente in 
comunicazione colla terra, e restava inattiva in tutte 
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queste esperienze, in cui non si faceva uso propriamente 
che della parte destra dell'interruttore, servendo solo 
come un mezzo comodo per tener fisso e in comunicazione 
colla terra un capo del filo. Cosi la spirale indotta aveva 
un'estremità collegata costantemente colla terra, e l'altra 
estremità comunicava col condensatore fino al momento 
deir interruzione, essendo del resto completamente isola- 
ta e rimanendo pienamente libero il movimento del 
pendolo . 

L'apparecchio di Ruhmkorff e la calamita d' ac- 
ciaio si disponevano sotto all', asse di sospensione del 
pendolo colla linea dei poli perpendicolare al piano di 
oscillazione, il primo orizzontalmente, e la seconda colle 
branche verticali e volte in alto: di modo che all'oscil- 
lare del pendolo il rocchetto indotto, posto in questo 
caso verticalmente, veniva, portato dall'asta, a passare 
nel punto più basso della sua traiettoria attraverso lo 
spazio vuoto esistente fra i due poli. La distanza delle 
branche della calamita di acciaio è di 58 mm., e pres- 
sapoco ad ugual distanza si tenevano i poli dell'appa- 
recchio di Ruhmkorif; e si nell'una che nell'altro la 
spirale indotta era fatta passare giusto nel mezzo, senza 
che a ciò facesse ostacolo la ripiegatura inferiore del- 
l'asta larga solo 3 centimetri. 

La spirale elettrodinamica si collocava in piano 
sotto all'asse di sospensione, in modo che nella posizione 
di riposo del pendolo il rocchetto indotto, fissato qui 
orizzontalmente al di sotto della ripiegatura dell' asta, le 
fosse sopra parallelo e concentrico. 

Il pendolo era in tutte le esperienze sollevato ad 
una medesima altezza, a cui era mantenuto fermo con 
un semplice congegno che non mi trattengo a descrivere, 
e d'onde poi lo si lasciava cadere abbandonandolo a sd 
stesso. A un certo punto della caduta il bilanciere zz* , 
che si moveva insieme col pendolo, sollevava la leva, 
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la quale era disposta in modo che una volta sollevata 
era impedita di ricadere e non era più toccata nel mo- 
vimento di ritorno del pendolo^ il quale poteva dopo 
oscillare innanzi e indietro senza produrre alcun effetto. 

L'istante dell' interruzione si determinava, regolando 
la posizione del sistema inducente e l'altezza della leva 
0?, dietro una serie di tentativi ed esperienze preliminari, 
in modo che corrispondesse prossimamente al massimo 
della forza elettromotrice indotta durante il movimento, 
il che avveniva un poco prima che il centro della spi- 
rale indotta arrivasse al mezzo dello spazio compreso 
fra i due poli delle calamite o al di sopra del centro 
della spirale inducente . 

28 Riferirò ora le varie serie di esperienze fatte 
effettivamente per la verificazione delle tre leggi suddette 
( num. 22 ), incominciando dalla proporzionalità della 
forza elettromotrice al numero dei giri della spirale in- 
dotta . 

Dalle indicazioni date nei numeri precedenti risulta 
già come le esperienze erano condotte. Tuttavia per più 
chiarezza ridirò per ordine la successione delle opera- 
zioni relative a ciascuna . 

S'incominciava col regolare come ho detto la po- 
sizione del sistema inducente, stabilmente e per tutta la 
serie di esperienze da paragonarsi fra loro. Il punto 
d'interruzione veniva contrassegnato con una linea trac- 
ciata sulla superficie annerita del cilindro, e si riscontrava 
poi nel corso delle esperienze di tempo in tempo per 
riconoscere se per avventura non avesse subito qualche 
spostamento per effetto dei ripetuti colpi del bilanciere 
sulla leva x, nel qual caso si riconduceva alla posizione 
di prima. 

Dopo di che si procedeva per ogni esperienza alle 
seguenti operazioni . 

1) Si adattava sull'asta del pendolo la spirale 
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indotta col voluto numero di giri. Questo richiedeva 
molta attenzione per non alterare da esperienza a espe- 
rienza la posizione relativa dei sistemi inducente e in- 
dotto . 

2) Si sollevava il pendolo all'altezza fissata, si 
abbassava la leva x badando al buon contatto dei pezzi 
metallici opposti, e si aggiustava la sirena; e poi si 
andava ad osservare nel cannocchiale la posizione di 
riposo dell'elettrometro . 

3) Si lasciava cadere il pendolo nello stesso 
tempo che si faceva suonare la sirena, badando a farne 
cessare il suono o sollevarla appena avvenuta l' inter- 
ruzione e prima che il pendolo ricadesse, altrimenti 
nel moto di ritorno la punta vibrante avrebbe guastata 
la curva già tracciata. ' 

4) Si misurava nel modo che sappiamo la carica 
del condensatore. 

5) Si misurava la velocità del movimento del 
pendolo all'istante dell'interruzione, misurando la lun- 
ghezza che occupava una vibrazione sulla curva trac- 
ciata dalla sirena nella parte che precede immediata- 
mente il punto d'interruzione; o, ciò che è lo stesso e 
che d'ordinario ho preferito perchè più comodo, con- 
tando il numero di vibrazioni contenute in un dato tratto 
di quella parte di curva, abbastanza piccolo perchè le vi- 
brazioni abbiano in esso sensibilmente la stessa lun- 
ghezza, e prendendo l'inversa di quel numero. D'onde 
poi tenendo conto del raggio del cilindro, della distanza 
del rocchetto dall'asse di sospensione e della nota della 
sirena, si rilevava la velocità effettiva del centro del 
rocchetto. Nelle esperienze di cui si parla presentemente 
essa doveva rimaner costante per tutta una serie: ed è solo 
per accertarsi di ciò che veniva misurata direttamente 
ogni volta. Siccome il pendolo era fatto cadere sempre da 
una medesima altezza, e da esperienza a esperienza non 
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vi era altro di variato che il numero di giri della spi- 
rale indotta, la scila causa che potesse alterare la velocità 
era la variazione di peso della spirale. Per togliere an- 
che questa, si cominciava col maggior numero di giri, 
e poi i tratti di filo staccati via via dalia spirale venivano 
ravvolti sopra un piccolo rocchetto fissato al centro del 
rocchetto d'induzione. 

Le dette operazioni ch'io poteva fare comodamente 
da me solo, si compivano in 3 o 4 minuti. Ogni espe- 
rienza veniva poi ripetuta una seconda volta dopo aver 
barattati fra loro i fili che andavano alla parte destra e 
sinistra dell' interrutore, con che si cambiava il segno 
della forza elettromotrice; e si prendeva poi la media dei 
due valori cosi ottenuti. 

Darò i risultati di due serie di queste esperienze, 
l'una fatta con la calamita d'acciaio e l'altra coU'appa- 
recchio di Ruhmkorff, incominciando dalla prima. 

In questa il numero dei giri fu fatto variare da 
100 a 5. La velocità del centro della spirale indotta 
nell'istante dell'interruzione era di m. 4, 2 al secondo. 
Si sperimentava co^ due condensatori riuniti; nelle due 
prime esperienze, corrispondenti a 100 e 75 giri, in 
modo diretto, e nelle altre col metodo differenziale (v. 
n. 19) lenendo il piatto B in comunicazione col polo 
negativo di una pila di due elementi Danieli. La de- 
viazione X che si aveva in quest'ultimo modo senza forza 
elettromotrice, era sensibilmente costante ed uguale a 
12,9. Nel seguente prospetto la colonna I indica per 
ciascuna esperienza il numero n dei giri; le colonne II 
e III indicano le deviazioni Xi e x^ ottenute tenendo 
rispettivamente l'estremità positiva e la negativa della 
spirale indotta in comunicazione col condensatore, le due 
colonne seguenti danno le cariche yi , y, (ordinate dalla 
curva I. Tav. II. ) corrispondenti alle deviazioni x\, x^. 
I numeri della colonna VI (i quali sono ottenuti pren- 



— 63 — 

dendo la semisomma delle y^yt P^ 1^ due prime espe* 
rìenze e la semidifferenza per le altre), rappresentano 
le cariche dovute alla forza elettromotrice d' induzio- 
ne^ della qnale danno perciò la misura. Moltiplicandoli 
per il fattore costante 2,27 se ne deduce l'espressione. 
E della forza elettromotrice stessa in centesimi della 
forza elettromotrice D di un elemento Danieli, quale 
è notata nella colonna VII. Finalmente V ultima colonna 

E 
contiene il rapporto - della forza elettromotrice così mi- 
surata al corrispondente numero di giri della spirale 
indotta, il qual rapporto per la legge da verificarsi do- 
vrebbe esser costante per tutte le esperienze. 

Per miglior esattezza ogni determinazione veniva 
ripetuta due volte, e si prendeva la media delle due os- 
servazioni, come si vede dalle colonile II e III, dove ho 
registrato separatamente l'una e T altra. 

Come ho già detto altra volta, nella lettura delle 
deviazioni non si può rispondere dell'esattezza della seconda 
cifra decimale, che risulta da una valutazione approssi- 
mativa ad occhio. 
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r»ROSF»ETTO V. 



PropoivionaUtà dalla fbrza etottrom. indotta al mnm. n dei gtrL ■ 
Calamita d'acciaio. — VelocitA. v costante e ugnale a 4, 2. — 
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I rapporti deirultima colonna diflPeriscono come si 
vede, ben poco l'uno dall'altro; e la proporzionalità delle 
forze elettromotrici al numero dei giri apparisce manife- 
stamente . 

Una seconda serie fu fatta coli' apparecchio di 
Ruhmkortf magnetizzato dalla corrente di una pila di 3 
elementi Bunsen. La distanza dei due poli fra cui passava 
la spirale indotta era di 6 centim. Non presi alcuna di- 
sposizione per riparare al graduale indebolimento della 
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corrente, e solo ebbi cura dì noo tener chiusa la pila che 
per it tempo strettamente oecesaario alle esperienze. Il 
numero dei giri varift da 100 a 1. Ogni determinazione 
fu fatta solo una volta. Quanto al resto tutto proce- 
deva come nelle esperienze precedenti. I risultati sono 
contenuti nel seguente prospetto, che ha la stessa dispo- 
sizione di quel di sopra. 

F»ROSr»ETXO V. (t>isj 
PropDrHtaatdlt& (tella fbrtia elettromotrice Indotta al nam. n dei 
girl — Sparecchio di Aulunbcrfrinagiietlszato da 3 Bua- 
sen — Telocttà v costante e uguale a 4, S- 
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Anche qui i rapporti dell'ultima colonna sono suf- 
ficientemente cosianti. La leggera e graduale diminu- 
zi6ne che si osserva procedendo dai primi agH ultimi è 
dovuta certamente all'indebolimento flella corrente. 

29 Le esperienze relative alla proporzionalità 
della forza elettromotrice indotta alla velocità del mo- 
S. N. Lib. IV. 5 
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Timento erano oondoUe nello stesso modo delle prece- 
denti: solo che qui la spirale indotta era sempre uguale 
e di 200 giri, e si faceva variare invece da volta a volta 
la velocità. A ciò servivano due dischi di piombo forati 
al centro, l'uno del peso di kil. 0,3 e l'altro di kil. 0,7, 
che, come ho già detto, potevano venire fissati all'asta 
del pendolo il primo corrispondentemente al foro Et , ed il 
secondo a diversa altezza lungo la fenditura nella parte 
superiore dell'asta. Cosi si poteva passare per tutti i 
gradi intermedii da un movimento lentissimo ad una ve- 
locità di circa 5 metri al secondo pel centro del roc- 
chetto nel punto più basso della sua traiettoria. 

Darò qui i prospetti dei risultati di due serie di 
tali esperienze, l'una relativa alla calamita d'acciaio e 
l'altra all'apparecchio di Ruhmkorff. Nella prima colonna 
sono registrati i numeri s di vibrazioni o sinuosità con- 
tate sulla curva in un tratto di 10 mm.; nella colonna 
seguente (I bis.) sono indicate in unità di metro e secon- 
do le corrispondenti velocità v del centro del rocchetto 
calcolate colla formola 

01^-^ 
^'^^S 32 

v^ = — > 

s s 

512 

50 
essendo -^ il rapporto del raggio dell'arco descritto dal 
o 

centro del rocchetto al raggio del cilindro, e 512 il 

numero di vibrazioni al secondo della sirena. Nell'ultima 

E 

colonna son contenuti i rapporti - delle forze elettromo- 
trici alle velocità, i quali dovrebbero essere costanti, la 
tutto il resto i prospetti sono uguali ai precedenti. Le espe- 
rienze furono fatte con due condensatori e tutte con misura 
diretta delle cariche. Ogni determinazione fu ripetuta due 
volte. 
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r»nosF»ETxo vi. 

l*roperBton»Htà. dalla fbrsa elettroni, alla velocit& v — NnmerD 
n di girl oostante e ugnale a 800. — Calamita d'acciaio. 
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PROSPETTO VI.**' 

Proporzioni deUa forza elettroni, alla veL v. — n cost. = 800. — 

App. di Rohmkorff con 3 Bunsen. 
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Anche qui è notevole la costanza dei rapporti delle 
ultime colonne, onde vìen messa in evidenza la proporzio- 
nalità della forza elettromotrice indotta alla velocità del 
movimento. 

30. Dirò infine delle esperienze fatte per verificare 
la proporzionalità della forza elettromotrice indotta all'in- 
tensità della corrente inducente nel caso dell'induzione 
elettrodinamica. 

Ho già indicato qual era la spirale inducente^ e 
come essa e la spirale indotta venivano disposte. Da espe- 
rienza a esperienza non vi era nulla di mutato fuori che 
r intensità della corrente inducente, la quale si faceva 
variare e si misurava nel modo che son per dire. 

Due serrafili a più fori, ai quali facevano capo da 
un lato i fili provenienti dai poli di una pila di 2 elementi 
Bunsen, e dall'altro gli estremi della spirale inducente, 
erano riuniti fra loro per mezzo di un ponte o filo tra- 
sversale di lunghezza variabile, per modo che la spirale non 
era percorsa dall'intera corrente della pila, ma solo da 
una parte derivata, la cui grandezza si poteva far variare 
inserendo maggiore o minore lunghezza del filo trasver- 
sale fra i due serrafili. Per misurarla serviva una bussola 
a specchio di Weber, dove in luogo del suo circuito or- 
dinario, con cui non avrebbe potuto usarsi qui per troppa 
sensibilità, si adoperava un solo giro di filo avvolto sopra 
il castello, ed inserito poi nel circuito della spirale indù- 
ducente. La scala graduata ed il cannocchiale erano col- 
locati dinnanzi alla bussola alla distanza di 2 m. dallo 
specchio. Si sapeva già per esperienze fatte altre volte che 
in questo modo, e con deviazioni minori di 15 gradi come 
quelle che si avevano qui, i numeri letti nella scala erano 
proporzionali all' intensità della corrente. La lettura dava 
direttamente i decimi di grado (millimetri della scala), e 
si potevano valutare ad occhio i mezzi decimi con sufficiente 
sicurezza. 
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La distanza fra le facce opposte, parallele ed oriz- 
zontali, delle spirali iuduceute ed indotta nella posizione 
di riposo del pendolo, in cui esse si trovavano concentri- 
camente l'una sopra dell'altra, cioè la distanza minima, era 
di 9 mm. 

Ecco senz'altro i risultati di una serie di tali espe- 
rienze. Essa è fatta eoa due condensatori e con misura 
diifereuziale delle cariche. La spirale indotta era di 100 
giri, e la velocità del suo centro nel momento dell' in- 
terruzione 4,8. Le esperienze erano condotte come quelle 
dei numeri preciedenti. Ogni determinazione fu fatta una 
sola volta. La colonna I indica l'iatensità della corrente 
indacente misurata come ho detto, cioè il numero i letto 

sulla scala della bussola; l'ultima indica il rapporto -. 

del valore ottenuto dall'esperienza per la forza elettromo- 
trice a quell'intensità. Per il resto il prospetto è uguale 
agli altri. 

P*FlOSP*EXTO VII 

Proporzionalità della forza elettromotrice indotta ali* iatens. i 
della corr. Inducente. — n cost. = 100; v cost. ==■ 4,8 
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I numeri dell'ultima colonna sono abbastanza costanti^ 
di modo che anche la proporzionalità della forza elettro- 
motrice E all'intensità della corrente inducente è sufficien- 
temente dimostrata. 

Riguardando poi l'insieme delle misure relative alle 
tre leggi 9 si vede che l'accordo è in tutte eccellente. Di 
modo che questa verificazione fatta così studiando diret- 
tamente la forza elettromotrice con misure elettrostatiche, 
è paragonabile per precisione di risultati alle migliori mi- 
sure eseguite finora nel campo dell'induzione col mezzo del 
galvanometro, e perciò non è priva d'interesse, sebbene si 
tratti di leggi notissime. 

Altre esperienze si sarebbero potute fare con la mede- 
sima disposizione variando le altre condizioni da cui dipende 
la forza elettromotrice indotta, come per es. la grandezza 
e la forma dei giri della spirale indotta, la sua posizione 
rispetto al esterna inducente, ec.; ed alcune io ne ho fatte 
realmente. Ma io credo che bastino le già riferite pel mio 
scopo presente, che era quello di dare sopra un soggetto 
noto un saggio di applicazione dell'apparecchio descritto. 



v 



Esperienze solla variazione del magneti- 
smo In una massa di ferro dolce. 

31. Nell'induzione elettrodinamica le forze elettromo- 
trici indotte per apertura o chiusura del circuito primario si 
svolgono con grande rapidità, tanto che è generalmente 
difficile di potere tener dietro colle misure alle loro varia- 
zioni. Non è più cosi però, allorché la spirale inducente ha 
un nocciolo di ferro dolce. Allora il magnetismo della massa 
di ferro non si stabilisce o cessa istantaneamente o, per 
parlare con maggiore precisione, in quel periodo minimo 
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di tempo che occorre allo stabilirsi o al cessare della cor- 
rente per so stessa^ ma richiede un tempo più grande, 
durante il quale cresce o decresce con continuità fino al 
valore finale. Alle variazioni del magnetismo corrisponde 
in tutto quel tempo un proporzionale svolgimento di forza 
elettromotrice nella spirale indotta, abbastanza lento in ge- 
nerale perchè si possa seguirne il progresso coU'esperienza. 
Onde si ha poi un mezzo acconcio, misurando la forza elet- 
tromotrice indotta, di studiare la legge di quelle variazioni 
medesime. A ciò si riferiscono le esperienze che mi restano 
ad esporre. 

Lo studio della legge con cui varia col tempo il ma- 
gnetismo di una massa di ferro dolce e delle circostanze 
ohe vi hanno influenza ha già dato luogo a varie ricerche 
di Fisici, ed è ancor lungi dall' essere esaurito. Non è 
però mio proposito ora di entrare a trattare ordinatamente 
di questo argomento, e non farò che descrivere semplice- 
niente le esperienze fatte, come saggio dell'uso che può 
farsi dell'apparecchio per lo studio di tale soggetto. 

Queste esperienze, tolto ciò che riguarda la misura 
delle forze elettromotrici, sono fatte allo stesso modo di 
quelle pubblicate dal Prof. Felici nel citato lavoro. Io mi 
son servito oltre che del suo interruttore anche della stessa 
elettrocalamita e della spirale indotta da lui adoperata, 
dappoiché egli gentilmente me l'ha concesso. Ciò mi dispen- 
sa dal trattenermi sui particolari già esposti accuratamente 
dal Felici stesso: onde, dopo quello che ho già detto fin 
quij aon mi occorrono che poche parole di descrizione. 

La spirale indotta fatta di 160 giri di filo rivestito 
di guttaperka avvolti in 4 strati sopra 1' elettrocalamita, 
aveva uno de' suoi capi in comunicazione colla terra, e 
l'altro andava alla parte destra dell'interruttore, d'onde per 
mezzo di un^ filo isolato comunicava col condensatore . 

Per elettrocalamita serviva uno dei due rocchetti di 
un'ordinaria calamita di Pouillet, nel cui vuoto interno 
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wa un cilindro massiccio di ferro dolc«. Le e&tremità del 
filo del rocchetto erano messe in comunicasùone coi poli di 
una coppia di Bunsen, coll'intennezzo dell'altra parte del- 
rinterruttore, in guisa che battendo col bilanciere zz^ contro 
la leva, si poteva nel modo che ora dirò produrre^a pia- 
cere la circolazione o la cessazione della corrente nelFe- 
lettrocalamita, secondo la maniera con cui erano disposte 
le comunicazioni. 

Per produrre cosi la cessazione della corrente, si 
metteva una delle estremità del rocchetto stabilmente fin 
comunicazione con un polo della pila, e l'altra estremità 
^ l'altro polo in comunicazione rispettivamente col serrafili 
della leva e con quello del pezzo - opposto . Per produrre 
poi nello stesso modo la circolazione della corrente nel filo 
deirelettrocalamita, si tenevano tanto i due capi di questo 
filo che i due poli della pila in comunicazione l'uno colla 
leva, e l'altro col pezzo opposto. Così a interruzione chiusa 
Telettrocalamita è esclusa dal circuito della corrente, che 
va da un polo della pila all'altro direttamente attraverso 
i pezzi a contatto dell'interruttore, salvo una piccola deri- 
vazione ohe circola nella calamita, e ohe può rendersi in- 
sensibile ponendo cura alla bontà del contatto fra i detti 
pezzi, come si verifica con un galvanometro. Quando poi 
si apre l'interruzione, la corrente cui è interrotta la via 
attraverso questa, invade Telettrocalamita e vi circola tutta 

intera. 

Si regolava la posizione delle due leve in guisa che 
la prima ad essere colpita era quella pel cui mezzo veniva 
cosi stabilita o soppressa la corrente nella spirale dell'elet- 
trocalamita, e poi dopo un certo intervallo conveniente- 
mente scelto e variabile da esperienza a esperienza, veniva 
colpita l'altra leva, con che s'interrompeva la comuni- 
cazione della spirale indotta col condensatore. -Alla prima 
.interruzione tien dietro lo stabilirsi o il cessare del ma- 
gnetismo del nocciolo di ferro, non ad un tratto ma con 
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variazione continua', accompagnata da sviluppo di forza 
elettromotrice nella spirale indotta e carica corrispondente 
del condensatore con cui la spirale comunica, A un certo 
punto e prima che sia compiuto il periodo di quelle varia- 
zioni avviene il distacco della seconda leva, e interrotta 
con ciò la comunicazione col condensatore, resta in questo 
la carica che vi era all'istante dell'interruzione. La quale 
misurata nell'elettrometro serve a far conoscere il valore 
della forza elettromotrice, e corrispondentemente la varia- 
zione del magnetismo in quell'istante^ 

L'interruttore da cui si era levato via il pendolo si 
moveva a mano, il che era più comodo; e si determinava 
poi nel modo già indicato, per mezzo del cilindro anne- 
rito e della sirena, la posizione delle due interruzioni e 
l'intervallo di tempo che nelle singole esperienze correva 
fra l'una e l'altra. Siccome era impossibile operamlo a mano 
di poter avere sempre due volte di seguito la stessa velo- 
cità, ogni misura veniva eseguita una sola volta, e si faceva 
poi, occorrendo, sui risultati la correzione dell'errore dovuto 
alla carica interna del condensatore (n. 20). Credo inutile di 
aggiungere altri ragguagli intorno al modo con cui le espe- 
rienze erano condotte, poiché per ciò che riguarda la misura 
delle forze elettromotrici ne ho già discorso abbastanza 
per l'addietro; e quanto al resto, ripeto, non avrei che a 
riportare descrizioni ed osservazioni già svolte particola- 
reggiatamente e con grande accuratezza nel citato lavoro 
del Prof. Felici. 

32. Facendo delle serie di esperienze nelle stesse 
condizioni e con diversi intervalli di tempo, si avranno 
dall'elettrometro delle serie di numeri, dalle quali si potrà 
rilevare la legge con cui varia il magnetismo della massa 
di ferro, poste le ipotesi seguenti: 

1) che la carica del condensatore corrisponda in ogni 
istante al valore attuale della forza elettromotrice; 

2) che all'istante della seconda interruzione sia nulla 
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o trascurabile l'iaduzione elettrodinamica dovuta alla spi- 
rale magnetizzante. 

Per la prima ipotesi si ha il criterio dei dati speri- 
mentali gik riportati (num. 20) sul tempo che impiega 
il condensatore a caricarsi. La seconda può fino a un certo 
punto riscontrarsi sperimentando in egual condizione senza 
il nocciolo di ferro, nel qual modo io la trovai sensibil- 
mente verificata nelle mie esperienze per intervalli di tem- 
po non minori di una mezza vibrazione della sirena, cioè 
prossimamente di un millesimo di secondo; e si può anche 
nel caso che non sia verificata, determina]*e nello stesso 
modo la correzione da farsi per il suo effetto sui risultati. 
Però solo fino a un certo punto, perchè vi sarebbe da te- 
ner conto anche della reazione che, specialmente nel caso 
della chiusura, esercita il magnetismo del ferro sulla cor- 
rente primaria prolungandone il periodo variabile. 

Convien osservare inoltre che la forza elettromo- 
trice indotta nella spirale secondaria corrisponde pro- 
priamente alle variazioni del potenziale elettromagnetico 
del magnetismo del ferro sopra la spirale; e per indurne 
le variazioni del magnetismo stesso o, per parlar con 
più precisione, della funzione potenziale del magnetismo, 
converrebbe aver riguardo alla distribuzione di questo, 
cioè alla posizione delle masse magnetiche relativamente 
alla spirale indotta, e tener conto anche di un fatto poco 
studiato finora e che qui può avere influenza; voglio 
dire del movimento di propagazione del magnetismo 
attraverso la massa del ferro. 

Ma di queste cose mi basta aver fatto cenno, 
poiché, come ho già avvertito, io non intendo entrare 
ora come suol dirsi nel merito del soggetto. 

33 Le esperienze vanno distinte naturalmente in 
due classi secondo che si tratta della chiusura o del- 
l'apertura della spirale magnetizzante. Per ciascuna 
classe io ne ho fatte varie serie, fra le quali mi limi- 
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terò a riferirne una, raccogliendo al solito i risultati in 
un prospetto. Incomincerò dalle esperienze di chiusura. 

In queste le variazioni del magnetismo e lo svi- 
luppo di forza elettromotrice indotta procedono con 
lentezza, tanto che la prima ipotesi del num. precedente 
si può ritenere pi'ossimamente verificata. Le forze elet- 
tromotrici in tutto il corso del fenomeno erano alquanto 
deboli; onde si usò sempre la misura differenziale, avendo 
un elemento Bunsen col polo negativo unito al piatto B 
e il positivo alla terra. La deviazione X, corrispondente 
così alla forza elettromotrice nulla, la quale si osservava 
sperimentando nello stesso modo delle altre volte, salvo 
che era aperta la pila che forniva la corrente all'e- 
lettrocalamita, era sensibilmente costante ed uguale a 
10, 5. La sirena rendeva la sua nota ordinaria di 512 
vibrazioni semplici al secondo. La corrente magnetiz- 
zante era fornita da una coppia Bunsen, che si teneva 
chiusa solo il tempo necessario per le esperienze. 

La colonna I del prospetto seguente contiene i numeri 
delle vibrazioni comprese fra le due interruzioni. In questi 
non si pud garantire l'esattezza della seconda cifra deci- 
male. Le altre colonne contengono come nei precedenti 
prospetti le deviazioni dell'elettrometro e la loro traduzione 
in misure di forza elettromotrice. 
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F»FlOSF»E2TTO Vili 

Forza elettroni, indotta per la magnet^azione del ferro. 



I 



vibrazioni 



li 
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III 



Vi 



IV 



Y-2/i 



E 
(D=100) 



Misura differenziale 
(X=10,5:y=:19,5) 

» 






\D 






1 
2 

3 

i 

5 

6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
iO 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 



0,40 

0,60 

0,75 

1/20 

2,95 

2.15 

1,90 

3,10 

4,20 

2,80 

4,7U 

7,00 

5,90 

3,50 

6,50 

6,00 

7,30 

8,80 

9,20 

8,20 

9,50 

11,50 

12,50 

18,30 

U,70 

Ì4,00 

21,00 

22,80 

16,00 

20,00 

23,20 

22, 40 

24,50 



33,40 
33,60 
32. 30 
31,30 
26, 35 
28,10 
29,15 
26, 70 
23, 90 
26, 55 
22, 90 
19,90 
21,50 
25, 45 
20,50 
21,25 
19,30 
18,10 
17,45 
18,50 
16,95 
15,95 
15,40 
12,95 
14,30 
14,40 
12,25 
11,95 
13,65 
12,60 
41,90 
12,15 
11,75 



4240 
4260 
4130 
4030 
3535 
3710 
3815 
35 70 
32 90 
3555 
3190 

28 90 
30 50 
34 45 

29 50 
3025 
28 30 
2710 
2645 
27 50 
2595 
2495 
24 40 
2195 
2330 
23 40 

21 25 
20 95 

22 65 
2160 
20 90 
2115 
20 75 



22,90 

23, 10 

21, 80 

20,80 

15,85 

17,60 

18,65 

16,20 

13,40 

16,05 

12,40 

9,40 

11,00 

14,95 

10,00 

10,75 

8,80 

7,60 

6,95 

8,00 

6,45 

5,45 

4,90 

2,45 

3,80 

3,90 

1,75 

1,45 

3,1» 

2,10 

1,40 

1,65 

1,25 



52, 00 

52,43 

49,48 

47,21 

35,98 

39, 95 

42,34 

36,77 

30, 42 

36,43 

28,15 

21, 3 i 

24,97 

33,94 

22,70 

24, 40 

19,98 

17,25 

15,78 

18,16 

14,54 

12,37 

11,12 

5^55 

8,62 

8,85 

3,97 

3,29 

7,15 

4,76 

3,18 

3,75 

2,83 






Osservando Tandaraento dei numeri E dell' ultima 
colonna, si vede che essi procedono prossimamente secon- 
do una funzione esponenziale dei tempi (intervalli fra 
le due interruzioni rappresentati dai numeri della colon- 

na I) della forma Ka . Prendendo in questa K^55, 
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a -= 10 , C = 0,06; e ponendovi successivamente per t 
i numeri della colonna I, i numeri così calcolati non 
differiscono molto da quelli dell'ultima colonna. 

Assai meglio però che con una sola esponenziale 
r andamento dei numeri E può essere rappresentato per 
la somma di due esponenziali della forma Ka""**-f-Ki«"^'^; 
dove scegliendo convenientemente i valori delle costanti 
si trova piena corrispondenza, come si può vedere dalla 
rappresentazione grafica che ne ho data nella Tav. IL 
Quivi si è disegnata la curva II coU'equazione 

(1) y=37 . 10""'*^^^-'' + 18 . 10"" ^•^''•", 

mentre che per mezzo di punti vi sono indicati i risultati 
del prospetto, portando sulle ascisse x i numeri della co- 
lonna 1 e sulle ordinate quelli della V; avvertendo che 
( per comodo del disegno e per agevolare il confronto colle 
esperienze di apertura che riferirò in appresso) i numeri 
della ascissevi appariscono moltiplicati per 2, con che l'unità 
di misura viene a corrispondere prossimamente al millesimo . 
di secondo, e quelli delle ordinate divisi per 4; e poiché 
la lunghezza delle ascisse superava così iJimiti della tavola, 
si è ripiegata la figura all'indietro. 

Si vede che nei limiti delle irregolarità dovute agli 
errori dell'esperienza la posizione dei punti corrisponde 
benissimo colla curva. Le irregolarità sono qui assai sen- 
sibili, e ben più gravi che nelle precedenti misure sul- 
l'induzione per moto relativo. Ma qui si hanno altresì mag-' 
glori cause di errore. Un leggero spostamento non avvertito 
della posizione delle interruzioni, che aveva in quelle poca 
influenza, altera qui subito i risultati: vi è inoltre l'effetto 
della scintilla che, lasciando ancho l'incertezza cui dà luogo 
intorno al valore Vero dei tempi, altera le superficie me- 
talliche al punto d'interruzione, onde viene diminuita la 
bontà del .contatto, che non ò facile di ristabilire sempre 
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allo stesso modo, ed accresciuta la corrente derivata che 
a interruzione chiusa percorre l'elettrocalamita. Véramente 
si sarebbe potuto, mettendoci più cura e più tempo, dimi- 
nuire tali errori; ma ricordi il lettore che questo ch*io 
presento non è che un saggio di applicazione dell'appa- 
recchio elettrometrico. Del resto anche così gli errori non 
sono molto maggiori di quello che Io sieno ordinaria- 
mente in simili ricerche, né tali che l'andamento del 
fenomeno non apparisca chiaramente. 

34. Nel caso dell'apertura della corrente primaria 
ossia della smagiìetizzazione, il fenomeno procede con assai 
più rapidità, e la forza elettromotrice indotta varia celere- 
mente entro limiti m<)lto estesi. A cagione di questa rapi- 
dità di variazione vi è incertezza suU'applicabiliià della 1.' 
ipotesi del num. 32, stando ai dati riferiti sul tempo che im- 
piega il condensatore a caricarsi. Ad ogni modo darò sen- 
z'altro il prospetto dei risultati. 

Per misurare la forza elettromotrice nelle sue varie 
fasi dovette far uso sì del modo diretto che differenziale, 
'con un solo condensatore e con ambedue, e servirmi perciò 
del coefficiente Rdi riduzione ( num. 18 ) il quale deter- 
minato qui di nuovo direttamente, si trovò uguale a 4,05. 
Parimente fu determinata la correzione d per la carica 
interna (num. 20) da farsi ai numeri ottenuti con misure 
dirette, e si trovò ^=^0,20 per il condensatore A, e ^=0,25 
per i due condensatori riuniti. La corrente primaria era 
data da una coppia Bunsen, e si teneva chiusa solo quanto 
era necessario per le esperienze. La nota della sirena era 
sempre di 512 vibrazioni al secondo. 

Il prospetto ha la stessa disposizione del precedente, 
salvo che qui le indicazioni per le deviazioni dell'elettro- 
metro e la loro traduzione in misure di forza elettromo- 
trice si riferiscono a più modi di misura. Ad intenderle più 
facilmente gioveranno le osservazioni seguenti. 

In tutte le esperienze l'estremità della spirale in- 
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dotta che oomunica col condensatore è la positiva. La 1 / 
esperienza è fatta col solo condensatore A e con misnra diife- 
renziale, ma con questa differenza dalle esperienze anteriori 
che qui la carica fissa Y è negativa, e si aggaìnge in meno 
nel piatto A alla carica da misurarsi, la quale senza ciò 
sarebbe troppo forte e produrrebbe una deviazione supe- 
riore ai limiti della scala. A tal oggetto il piatto B era 
riunito al polo positivo di una coppia Bunsen, invece 
che al negativo come d'ordinario, e si aveva cosi sen- 
z'altro una deviazione X=10,2, cioè una carica fissa 
Y=-r-19,20. Onde alla carica che con questo modo 
di esperienza corrisponde alla deviazione osservata, si 
deve aggiungere il numero 19 .2 per avere la vera ca- 
rica corrispondente alla forza elettromotrice con cui si 
esperimenta. 

Le esperienze dalla 2/ fino alla 22/ sono fatte col 
condensatore A e con misura diretta. In queste la carica 
corrispondente alla deviazione osservata va diminuita della 
quantità i^=^0j20 per la correzione della carica interna. 

Le esperienze dalla 23.' fino alla 36.* sono fatte allo 
stesso modo ma con ambedue i condensatori, e le cariche 
vanno diminuite di 0,25. 

Finalmente le ultime quattro esperienze sono con 
due condensatori e con misura differenziale secondo il 
modo ordinario. Il piatto B era riunito al polo negativo 
di un elemento Bunsen, e si aveva senz'altro la devia* 
zione X=10,50, ossia una carica fissa Y=4-19>50. 

Nelle esperienze fatte con un solo condensatore, per 
riportarle alla stessa misura di quelle con due, le cari- 
che debbono essere moltiplicate pel coefficiente di ridu- 
zione, che qui era 4,05: onde i numeri E dell'ultima 
colonna, che per le esperienze dalla 23.* in giù sono de- 
dotti da quelli della colonna precedente moltiplicando per 
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il fattore 2,27, per le prìme 22 iavece soao dedotte mol- 
tiplicando per 2,27x4,05=«9,19. 

I*RoSr»EfTO 1351. 

Forza' elettromotrice Indotta per la smagnetizzazione del fÌBrrOi 
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ConfrontaudD ì numeri di questo prospetto eoa 
quelli dei precedeate, si trova una grandissima diversità 
di andamento. Ivi le forale elettromotrici, piccole già dai 
primo, van digradando lentamente, mentre qui da un 
valore relativamente grandissimo che hanno io principio, 
scendono rapidamente iino a diventare in breve piccolis- 
sime. 

Quanto poi alla legge di queste variaziqni, si yed^ 
che non può essere più rappresent;ata às^ una soia espo-? 
oenziale nemmeno alla lontana; rna lo pud essere ancora 
dalla somma di due esponenziali, con coefficienti peròi bea 
diversi da quelli che valevano pel c^so della chiusura. 
La curva III sulla tavola II è stata disegnata Sfecondo 
l'equazione 

^"^J y=885.10 + 141,10 

e come prece>leatemente si sono indicati per yi^^ di punti 
i risultati dell'ultimo prospetto: i numeri delle ascisse appa- 
riscono sulla figura raddoppiati, e quelli delle ordinate 
divisi per 20. Cosi l'unità di misura per le ascisse, ossia 
pei tempi, è la stessa per le due curve, e corrisponde 
pressapoco al millesimo di secondo; e per le ordinate o 
forze elettromotrici è diversa (si è dovuto far cosi non per 
esagerare le proporzioni delle curve), e le ordinate della 
curva III per essere confrontabili con quelle della curva II 
van moltiplicate per 5 . 

Si vede che la posizione dei punti corrisponde colla 
curva dentro i limiti delle irregolarità che i resultati pre- 
sentano. Le quali sebbene sieno gravi, pure non possono 
dirsi tali avuto riguardo alla natura delle esperienze. La 
figura dimostra infatti che la massima parte di esse è 
inferiore all'errore che porterebbe lo sbaglio di un mezzo 

decimo di vibrazione ossia di rj^rxr^ ^^ secondo nei tempi. 
Ora tralasciando anche l'effetto della scintilla e le altre 

S. N. Lib, JV. 5 • 
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cause di errore, vi è sempre questo, che per quanta cura 
io vi mettessi, non posso esser certo dell'esattezza nella 
valutazione delle frazioni di vibrazione aldi là del decimo. 

Nei limiti prescritti dall'applicabilità delle ipotesi del 
n. 32 e dalle incertezze sperimentali le equazioni (1) e (2) 
esprimono la legge della magnetizzazione e della smagnetiz- 
zazione del nucleo di ferro; e ad ogni modo^ anche se 
debbano riguardarsi come approssimative, servono a rap- 
presentare con evidenza l'andamento generale del fenomeno, 
ed a mettere in rilievo la grande differenza che vi è nei 
due casi. 

Del resto io non entro ora in alcuna discussione di 
questi risultati, né di ciò che sarebbe a farsi volendo ve- 
nire a determinazioni più precise, avendo inteso solamente 
con queste e con le altre esperienze che ho riferito di dare 
un esempio dell'uso che può farsi del mio apparecchio 
elettrometrico. 



Pisa 30 Novembre 1874. 
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TESI 

DEL DOTT. ALBERTO TONKLLI 



Il Sig. Weber in una memoria inserita nel giornale 
di Creile (voi. LXX pag. 193) intitolata mlfeber das Addi- 
tionstheorem der ' Ahelschen Functioneny^ ha risoluto il 
problema delF addizione delle funzioni Abeliane. 

Supponendo date le quantità i?|, v^j...VpyV)\j w^y. ..yWp 
e per mezzo di queste determinati i punti a?i ,a?j, . . ix?p , i/i, 
2/a > • • • ? yp colle relazioni 



Vh 



= I duh -f" / d"^ 



dufi -|- . . . -f- 




Xp 

duì 



w/i— I duh + / duh + . . . + I ofwA 



ry^ 

„-= I di 




ri — iy ^y . . . Pj 



ha determinato i punti Ziy z^y .. .yZp per i quali si ha. 



Vh-^Wk 



rz, p 

= I duh + I i 
Jci Jc^ 



Zi 

duh 



• •• + / 



dì) 



Uh 



h= 1,2, . . . p, 
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costruendo una fanzione ( monodroma dei punti della su- 
perficie T di Riemann, che ammetta p infinitesimi di primo 
ordine nei punti z^^z^^j . . ., Zp; oppure, considerando il pro- 
blema sotto un punto di vista più generale come suol farsi 
anche nella inversione, determinando i coefficienti di una 
equazione 

(3) tp((7)=a+M,/+Mja-f- . . . + Mp= 

la quale ha per radici i p valori che la funzione nota cr 
diramata come T assume nei punti z^yZ^^ . , ., Zp. 

Seguendo il metodo tenuto dal Sig. Weber io ho cer- 
cato di generalizzare la soluzione del medesimo problema 
considerando un numero qualunque r di sistemi v^: così 
facendo, dal teorema dell' addizione io passo a quello della 
moltiplicazione suppónendo uguali fra loro i sistemi v/fì . 

Ho determinato la funzione ? che ammette gì* infinitesi- 
mi nei puntici, 2'2,...,2'pchevoglionsì determinare, come pure 
i coefficienti della equazione (3) che ha per radici i valori 
a \(T ,...,<y , ed ho cercato di esprimere insultati per mez- 

Z\ Z^ Zp 

zo' delle funzioni^ (wi,Wi, . . . ,t^p) (che ho designato col simbolo 
^((^a)) analogo all'altro ^( h{uu) j adoprato da Riemann ) 

con argomenti dipendenti dalle V]^^ il che facendo, nel calcolo 
compariscono anche le derivate delle medesime funzioni 
sulle quali sarebbe molto utile uno studio speciale per deter- 
minarne le proprietà e per iscoprire^se sia possibile la eli- 
minazione delle medesime dai risultati finali . 



Sieno dati gli r sistemi 
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- a) „ {») -. (1) 

V| y t/t| I • • • • C^M 

/'4^ 1 « W „ (8) ^ («) 



e mediante le relazioni 



« /« « «. « 






# ■■ A > 4^» • • • A 7 

colla inversione, determinati gE r sistemi di punti 



•X/| j 00^ y • • • • CDp y 

(6) lx^^x,^'\ Xp'^\ 



0?! , a?, f . . . . Xp ; 



mi propongo di determinare per mezzo delle quantità note 
(4) , (6) i ^ punti 2|, Zf, . . ., 2p per i quali si ha 



<7)«»= 



* •/Ci Jc, Jcp 



A=I, 2, • • ' f p 
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Nella (7) elimino colle (5) le v^^ ed ottengo 











ovvero 



Da questa relazione deduco che esiste una funzione K, 
la quale, diviene infinita nei punti (6) e infinitesima nei 
punti che formano i limiti superiori degli integrali della 
(8). Ora è noto che determinando una funzione C diramata 
come T che divenga infinita di primo ordine in rp punti, 
per esempio, negli rp punti (6), essa conterrà rp — p+1 
costanti arbitrarie, le quali potranno sempre essere deter- 
minate in modo che la medesima funzione ? acquisti 
rp — p=p(r — 1) infinitesimi arbitrari. Se io determino 
queste costanti in modo che la funzione f divenga infinite- 
sima di ordine r— 1 nei p punti Ci, c^, . . , Cp, essa dovrà 
pure acquistare gl'infinitesimi s^i, z^ .. y Zp di primo ordine, 
e cosi avremo determinata la funzione che si cercava. 

Sarà facile dimostrare che la funzione ? non contiene 
irrazionalità rispetto alle quantità 2^^. (j)S^.(^^ corrispondenti 

ai punti (6). 

Infatti è noto che una funzione diramata come T, la 
quale diviene infinita di primo ordine nei punti (6), se questi 
in generale sono differenti fra loro^ può porsi sotto la forma 
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(a) ?=Oo+ai<*)<^ (1) + a^^^t^ (i)+ . . . +a/>^^ (i)+ 



+a,m^(2)+a^m^(2)-{- . . .+Op(2V^ (2)4-... 

+ 



X^ ' ^ "^ X^ * *' Xp 



essendo t (i) l'integrale di seconda specie che diviene infi- 
ci 

nito nel punto o?/^'. Supponendo che quelli integrali di secon- 
da specie sieno normali avranno uguali a zero i moduli di 
periodicità relativi alle sezioni a y ed alle sezioni hj^ li avran- 

no uguali a ■ — 2 — -~ 

Ciò posto la nostra funziope ? resta invariata attraver- 
sando le sezioni a , e perchè avvenga lo stesso relativamente 

alle sezioni b basterà che i coefficienti aA^"^ sodisfino le 
cond izioni 

\d2jz (2) \rf^/2 (2) \dzJ2 (8) 
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ow«ro 



(b) 2 l a^O (^y =0 

e le equazioni lineari (b) determinano p coefficienti a^O ra- 
zionalmente per mezzo delle quantità 

le quali sono razionali in j/^ ed s<(0. Così la funzione 
. (a) contiene dei coefficienti razionali rispetto agli elementi 
dei punti (6), e quando anche si vengono a determinare gli 
altri coefficienti colla condizione che la funzione assuma 
grinfinitesimi CiC^. . Cp di ordine r — i, è evidente che 
resta sempre razionale rispetto alle quantità considerate. 



Visto cosi come possa determinarsi la funzione Cy cer- 
chiamo di costruire V equazione (3) la quale ha per radici 
i p valori che la funzione <j diramata come T, assume nei 
punti- ^1 y z^. . . Zp. 

Supponiamo che la funzione a divenga infinita di primo 
ordine in /x^punti riiy >?« , . . . , Mf^; allora assumerà un valore 
qualunque in (i punti della superficie di cui è funzione mo- 
nodroma, e quindi la funzione C considerata come fun- 
zione di <r sarà a /jl valori. 

Chiamiamo C , C . . . , C i {i rami di C rispetto 
a 9y il prodotto 

J» J2) (fi) 
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sarà una funzione monodroma, e quindi razionale di a, che 
diviene infinita di primo ordine solamente negli rjp punti 
(6), infinitesima di ordine r-1 nei punti Ci, e?,, . . . , Cpy 
e di primo ordine nei punti z,, 2^,, . . . , Zp. 
Per questo l'espressione 

(1) (2) (/*)r/ \/ \ / \ 

■ ■ ■■ ^ _- ■III 

H-) {(<^-'c,)('-'c,)-('^-%)r"'^ 

razionale in 7, non diviene né infinita né infinitesima per 
alcun valore di (j, e non potrà diiferire da una costante, e 
ponendo per amor di brevità 

("-'a.X'-v) ('-'„,)=*%) 



avremo 

d; (7) _ il) (2) (fX) r ^ (^^\a) 

Accennando con Coc5Coo>'-->^oo i valori di 
(1) (2) m 

K ? ^ >•••>? P®^ (7=^00 avremo 

(1) (2) m 

'-^ •» 00 • *» 00 • • • • ^00 

e quindi 

^ {ri) C . C . . . . C r (f; ^ >^(g) 

^ {p) f 00- Coo- • • • Coo ^ W 

Ponendo in questa formula p valori differenti di cr 
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successivamente, otteniamo p equazioni lineari rispetto ai 
coefficienti della (3) le quali servono a determinarli com- 
pletamente in modo che la equazione 



ammettfi per radici i valori a , <t , . .. , a che la fun 

Z^ Z^ Zp 

zione or assume nei punti z^ , z^ , . . Zp. 



III. 

Introduciamo nelle formule le funzioni 

^(Ui.Uiy . . Up} 

con argomenti dipendenti dai sistemi t?^(») . 
Innanzi tutto osservo che il quoziente 






si esprime immediatamente per le funzioni 3^. 

Infatti applicando il teorema di Abel agi' integrali di 
terza specie servendoci della funzione a diramata come T, 
che assume un valore qualunque nei punti li > $a . • Ip e il 
valore oo nei punti ni y ni . . >3p si ha 






da cui, facendo percorrere a p i valori 1 , 2 , . . , p 
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e ricordando la formula 






^ii».-yi/„.+0) 



P 




logC ./ ei *• ^a? 



<(«. -2 /:uo) 



p 

si deduce 



((""-2jfi,+0) 









p 

e facendo coincidere le x colle e 



n_ <('""+^')) 



onde finalmente 
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Per esprimere la funzione C per mezzo delle funzioni B 
osservo che 

quando le kn sieno convenientemente scelte, divengono 
infinitesime di primo ordine respetti vamente nei punti 

(0 (0 (0 

^t ì ^9 9 • • • J ^p 
^ì 9 ^ì 9 ' ' ' } ^P 

Zi j Z^ j . . . y Zp 

sicché la funzione 

non potrà ditferire da f altro che per un fattor costante. 

Però la forma (10) per la ? non si presta per la soluzione 
del problema di addizione comparendovi nell'argomento di 
una funzione' 3 la to;^, mentre il problema deve risolversi 
con espressioni contenenti le v^ separatamente e le o?/^ . 

Osservando peraltro che la funzione f, quando è stata 
sottoposta alle condizioni di ammettere gl'infiniti (6) di primo 
ordine, contiene ancorajjr — ^-f-1 costanti arbitrarie le quali 
debbono determinarsi in modo che essa acquisti gl'infinite- 
simi Ci y c^ y ... j Cp di ordine r — 1^ e quindi può espri- 
mersi linearmente per mezzo di p(r — 1) altre funzioni C«^ 
le quali sodisfino la condizione di avere esse o la loro somma 
gr infiniti di f , potremo porre 
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(11) C=aoO+2.2i«i ti • 

1 1 

Determiniamo ora la forma delle t.^^ le quali dovendo 
divenire infinite nei punti (6) avranno per denominatore 



na((wft — t^A^'^+A^)); 



e se prendiamo per numeratore 



n ^((«*— t?/V*+^'^+Aik)) 



saranno date dalla espressione 

dove le g^^ji dovranno essere determinate in modo che le 
(|(*) sieno diramate come T, e che almeno la loro somma 
divenga infinita nei punti (6) 

Vediamo quali condizioni debbono essere sodisfatte 
dalle g. 

Prescindendo per semplicità dagli indici i , l ì quali 
rimangono i medesimi per ogni funzione Ci^*^ , e ricordando 
che ad ogni sezione 6^ le funzioni 

^(t?i , r, . . . , t?p) 
acquistano il fattore 



, — 2v^ — app , 
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essendo a„| il modulo di periodicità dell'integrale Abeliano 
di prima specie ttg alla sezione 6^, vedremo che la funzione 
(12) acquista alla sezione b^ il fattore 

e se la ?/*) deve avere le diramazioni di T le ^^ dovranno 
sodisfare la condizione 

(13) gii. +gii + . . . +ffi^ = Af* Tit 

dove. A V rappresenta un numero intero qualunque. 

Resta a vedersi ora se è possibile determinare j9(r — 1) 
sistemi di valori per losche sodisfino le relazioni ()3) e 
che nello stesso tempo ci forniscano per mezzo della (12) 
altrettante funzioni ?/•) tutte differenti fra loro e tali che 
almeno la loro somma divenga infinita nei punti (6). 

Le relazioni (13) si traducono nelle congruenze 

/ (1) , (2) . (r) 

<*^ (2) (r) 

(14) < ffi +5^2 +'''+fft =0 UmodirO 



(1) (2) {r) 

9v +ffp + • • • +ffp =0 



e si vede che le g situate sulla medesima colonna compari* 
scono tutte in una funzione 3*, e quindi essendo tutte eguali 
a zero la funzione 3- cui appartengono coinciderebbe colla 
sua corrispondente del denominatore, e la ?|W corrispon- 
dente non diventerebbe infinita nei p punti in cui diveniva 
infinitesima questa funzione. Ciò però non impedisce che la 
nostra funzione f divenga infinita in tutti quanti i punti (6) 
quando, almeno in una delle f / *), comparisca ognuna delle 
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((^n-v^'^ + h)) 



al denominatore. 

Non ostante queste limitazioni resta ancora tanta arbi- 
trarietà nelle g da permetterci di costruire non solo uno, 
ma più sistemi dìp{r — 1) funzioni ?/*). 

Incominciamo dall' osservare che le quantità 

Tzi 2ni 3 Tri (r — 1)7^^ 

, , , . . . , 

Y* ^ /v* *» 

sono tali che ripetute r volte danno una quantità congrua 
zero, modulo tt t, onde ponendo 

/ (1) (2 W 

^ 9i =^ y 9k =0, . . . , ^r, = O 



(15) 



(1) (8) 


■ • • 

M 


(1) kni (2) kizi 


(r) ^TTl 

' • ' y a — 




• • • • 



(1) ^ i2) (r) ' 

questo sistema sodisfarà le (14) e tutte le altre condizioni 
cui debbono sodisfare le g^ ed ognuna delle funzioni f^(*) 
diverrà con questo sistema infinita in tutti i punti (6). 

Se nella (15) facciamo variare k da uno fino a r — 1 
otterremo r — 1 sistemi differenti di g cui corrisponderanno 
altrettanti sistemi di funzioni f|W pure differenti non poten- 
dosi aver mai 

= k'Tli) 
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inoltre osservando che dae funzioni à della forma 

5 (t?i , v^ .. t?A+^ •• ^p) > ^ (^1 > ^f >••> ^f ••> ^* +5^ >••> ®p) 

ammettono infinitesimi differenti^ se alla linea delle ff che 

hanno il valore faodamo percorrere tntte \ep posizioni, 

per ogni valore di h otteniamo p sistemi differenti di ^, e 
quindi in tutto ne otterremo 

pir-l) 

appunto quanti ne sono necessari per la costruzione della 
nostra funzione (;. 

Ciò premesso, se accenniamo con 

»^*W = 5^*\t,, , r, . . . r,) 

la funzione 

avremo 



da cui finalmente per mezzo della (11) 






(16) «««o'+XI «r n. -' vv^--^ -r ^/ . 

1* 1 * »l ((u»-t,fc +*fc)) 

Questa espressione della fonzìone (^diventa precisamente 
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quella data dal sig. Weber nella memoria citata quando si 
supponga r=»2 . 

Infatti la formula del sig. Weber è 

p (1) (8) 

(17) C=ao+2^» (i) (2) 

1 ^((t*A— t?fc +AyiM(teft— t?fc +kn)) 

essendo 

e se nella (16) facciamo r==2 sparisce naturalmente la 
somma relativa air indice i, e il prodotto si riduce a due 
sole funzioni 5 che coincidono con quelle che compariscono 
nella (17). 

In questo modo il problema è teoricamente risoluto. 

Però nella funzione f sopra determinata le funzioni 3-, 
che vi compariscono contengono negli argomenti frazioni 
del modulo di periodicità t:ì i cui denominatori sono r e 
perciò non sono di quelle 3* che si designano col simbolo 

^ ((%)) 

*i j Sg . . . , ep 

le quali contengono negli argomenti solo le metà dei 
moduli di periodicità degli integrali Abeliani di prima 
specie. 

Sarà utile vedere se è possibile introdurre negli argo- 
menti delle funzioni 5 che determinano le C/^ solamente le 
metà dei moduli di periodicità e per maggior semplicità le 
metà dei moduli di periodicità ni. 
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Vediamo prima se ciò è possibile poi passeremo alla 
effettiva determinazione. 

Ricordando che basta divenga infinita in ognuno dei 
punti (6) la somma delle C»W, osservo che se considero 
nella (14) una linea per esempio la 5 esima e in questa faccio 
tutte le combinazioni a due a due dando alle g di ciascuna 

combinazione il valore __ , ottengo 

r ( r — 1 ) 

sistemi differenti di g cui corrispondono altrettante fun- 
zioni Zf^ differenti, e se questo lo ripeto per tutte ÌQp linee 
successivamente ne ottengo 

\ir—\)p y {r—\)p 

che mi serviranno certamente alla formazione della fun- 
zione C. 

Evidentemente fra le f,(0 che in questo modo si costrui- 
scono ve ne sono certamente di quelle che divengono infi- 
nite in un sistema qualunque 

dei punti (6), e quindi la loro somma diviene certamente 
infinita in ognuno dei punti (6). 

Dimostrata la possibilità determiniamo effettivamente 
queste funzioni ?<(0. 

Per far questo consideriamo una linea per esempio la /esi- 
ma ed in questa prendiamo una^ per esempio la m esima cui do 

• 

costantemente il valore *- mentre successivamente assegno 
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il medesimo valore alla l.a,2.*,m — lesima, m + lesi- 
ma,.., resima; in questo modo ottengo r— 1 sistemi di g^ 
e ripetendo questo per tutte' le linee ne vengo ad ottenere 
appunto 

p{r—i) 

cui corrisponderanno altrettante f/^) delle quali p diven- 
gono infinite in un sistema qualunque di punti 

Xi^*) , a?aW , . . . , cGp^*\ 
e, se m è costante, ognuna diviene infinita nel sistema 

Indichiamo con 



^i^i > t?2 , . . . , Vp)=^ii(v„)) 



la funzione 



m 



a(t?^ , t?i , . . . , t?, + -^ , . . . , t?p) 



ed avremo 



e quindi 
5. AT. ii6. /V 7 
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nella quale le funzioni 5 contengono negli argomenti sola- 
mente le metà dei moduli m di periodicità. 

Le funzioni f<W che compariscono nella (19) non di- 
vengono infinite di primo ordine altro che in due dei 
sistemi 

a?/<) , x^(*) , . . . , a?p(«); 

non è difficile però costruire una funzione C col mezzo di 
t/fl che divengano influite in ognuno dei punti (6) pren- 
dendo per le g solo le metà dei moduli di periodicità ni. 

Per questo distingueremo prima i casi di r pari e di 
r dispari. 

Se r è pari mentre nella linea /esima do alle g quei 
valorì adottati nel caso precedente, in un altra qualunque 

• 

l'\-n esima do a tutte le ^ il valore ^ ; tenendo fisso n , che 

supporrò primo con p e minor di p, e facendo percorrere 
ad / tutta la serie dei valori 1 , 2 , . . , p ottengo 

p(r--l) 

funzioni t/0 differenti che divengono infinite in ognuno dei 
punti (6). 

Se r è dispari invece nella linea /+n esima non potendo 

dare a tutte le ^ il valore - lo darò ad r — i escludendo per 

esempio la mesima perchè questa nella linea /esima son 

sicuro che ha sempre il valore !L* . 

Per /-f-n intendo il più piccolo numero che sodisfa 
la congruenza 

/-f-n^jc? (modp) . 



I 
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Ciò posto avremo per r pari 



(20) (:,(••) 









n, 



per r dispari 



(20") 5,«= 






onde nel primo caso 

* ?* ^((«»-W*)+Aa)) ~ 



1 ^/+„((«*-^***'>+*»)) 



e nel secondo 
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J. ^/(«A— t'A^-' + ^A» r ^f_|_„((»A— »aW+*a)) 

1 t4"^ 

Da queste forme della funzione C si ricava facilmente, 
come era da prevedersi, l'espressione (19) col sostituire re- 
speltivamente le funzioni ^^,3^ alle 3-^ ^ . ^ e ^ij^^- 

Del resto poi tanto alla (19) quanto alle (21) (21') 
possiamo dare un' altra forma introducendo appunto le 
funzioni 



Il I 

^1J^2>' • • > ^P 



Essendo 



H.=Ìi'«+>«+'#««+ • • • +'f«.P 



(a) 






H^V'tt +5ap,+Jap, + . . . + la^ 



2 «2 '^^ ' 2 

si ha 
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dove le quantità «< , «a , . . «p , «i^ , «j* , . . , «p^ , rappresen- 
tano zero uno; per cui ove i punti c^ , c^y . . y Cp (*) 
sieno tali che le /r^ corrispondenti vengano espresse per 
mezzo di metà dei moduli di periodicità sotto la forma (a) 
avendosi 

J ^< ^ ^i > • f • > ^p ì 

sarà pure 

6j , «2 ,..,e,-|-l,..,€ l-|-l,..,ep) 

* 

e quindi lo (19), (21), (21') diverranno respettivamente: 

5((«A-»A<'"0) .((«»—»*<*■))) 

r-1 Mi^j'Jv >^/>«*»^^p "J Mi j^i >•••*£!?••• >^P ì 

^ o-t- ZfZai ^ ((«„_»,(«))) ^((M,-t;,)) 



fé { , 6 j 9 . . . j £p I f g] f ^2 9 • • • 9 gp I 
^0^5^***>P ^ ^^i^^J>***> ^p 



("*) Vedasi, la memoria del signor Weber intitolata tZur 
Theorie der Umkehrung der Abelschen Integrale* nel Volu- 
me LXX del giornale dì Creile pag, 314 paragrafo 7. 
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-^ y _l » H-i » iTTJ M-i» ' 

«I>«j»«->fl4-n»*'> ^P J Mi > ^J> • • • > ^p ^ 

2 1 ^4 > ^i > • • > €| J • • > fij-4-n > • • I ^P I 



k e| , ej , . . , e^_^ > • • j ^p 1 
Pi } ^2 9 . . , e +1 9 • • } €p & 



( 61,68, .. ,ej_^^,. . ,ep \ Te, , 6, ,.., ep^ 

i6| ,6) >«.)64-l,..,ep l ^^1 9 ^i 9**9 ^P j 

( €! , 6j , . . , ej , . . , 6j^^, . . 6p 



«1 
«1 



, 6j , . . , ^n-n> • • ^p r 

, 6j,..,6-f-,..,6pi 



Nelle formule (19) (21) (2V) la S è espressa per fun- 
zioni Ci^**) le quali dipendono dall'indice i che si riferisce 
ai diversi sistemi delle r, per cui quando questi sistemi 
sieno differenti, quelle sono veramente |>(r — 1); ma quando 
per esempio quei sistemi si riducessero tutti uguali fra loro 
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come è nel caso della moltiplicazione, allora il numero delle 
?t(*) differenti fra loro si riduce semplicemente a p, e quindi 
né la (19), né la (21), né la (21') possono servire per la 
risoluzione del problema della moltiplicazione. 

Bisognerà dunque vedere se è possibile costruire ^(r—l) 
funzioni Ci^*"^ differenti, e che tali rimangano anche quando 
i sistemi V coincidano. 

Distinguo al solito il caso di r pari dal caso di r 
dispari, ed osservo che nel primo dando alle^ della linea 

l esima a 2, a 4, a r il valore — vengo ad ottenere - si- 
stemi differenti di g cui mi corrisponderanno altrettante 
funzioni CjW, e se il medesimo faccio nella linea /-j*^ 
contemporaneamente, ne ottengo altrettante, e quindi 
in tutto r, e facendo percorrere ad / la serie dei 
valori 1 , 2 , . . , p ne "ottengo /) r, e quindi posso fra 
queste prenderne 

p{r—i) 

le quali mi serviranno alla costruzione della funzione f . 

Evidentemente in questo modo le funzioni ?,(*) non di- 
pendono dagli indici dei sistemi i?W. 

Nel caso di r dispari dando a 2, 4, . . . r — l delle 

a della linea fósima il valore - otteniamo — ? funzioni 

^ 2 2 

fjW e se la stessa operazione la eseguiamo anche sulle g 
della linea l-^-nesìma, contemporaneamente otterremo r — i 
funzioni C|(») e dando ad / i valori 1 , 2 , . . , p ne otter- 
remo appunto 

;)(r— 1). 

Nel caso di r pari sarà 
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e quando t vària da 1 ad T otteniamo le prime !! funzioni 



C/*^; per avere le altre - — 1 basterà prendere 



2 * 2 

2 



V2~ / n— !i±!! — 



dove » varia da 1 ad - — ^1 . Quando / prende i valori 
l y2 y . . yp ottorromo p(r — 1) funzioni C|(»), per cui sarà 






:& 



Se r è dìspari 






dove i va da 1 ad — -— , e per avere le altre -^— 

2 ^ 2 

basterà prendere 
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(^+i)^(.(.»h-^h^')+h)) H(«H-t>,,i*)+kn)) 



K. ^ ^ 



5((«A-Oft(«)H-A:,)) &((«ft_t,,(«)+^j))- 



2« ^(( «*— «'ft<*^+*A )) 
i'^((«ft-fAW+*ft)) 



dove r ìndice m che si suppone fisso corrisponde all' indice 
di quella g che resta zero nella linea / esima quando alle 

altre r — i si dà il valore — ; per cui 



r-l 

T S((«,-»A(«)H-Aft)) 5 (( «^-«.W+A, )) 

Quando n «ia primo con ;> io dico che dando ad / tutti i 
valori 1 , 2 , . . , jp non si ricade mal in un sistema di g 
già considerato perchè le due congruenze 



conducendo all'altra 



2n ^ (mod. p) 
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sono impossibili contemporaneamente a meno che non sia 
p=ì o p=2. 

Considerando il caso particolare di n=l si vede subito 
che esclusi i valori 1 ,2 di ^ si ottengono p sistemi diffe- 
renti di g facendo assumere ad / tutti i valori 1 ,2, . . ,p. 
Anche dalla espressione (22) di C si ritorna facilmente 
alla formola del signor Weber supponendo 

r=»2. 

Le formule (22) (22^) non sono applicabili quando sia 

p=l p=2y 

per cui bisognerà brattare questi due casi in un modo 
speciale onde ottenere la funzione f espressa per mezzo di 
funzioni 

6 I , £ 2 j . • j 6 p 

e tale che possa servire anche pel problema* della molti- 
plicazione. 

Osservo intanto che le formule (16) (19) (21) (21') 
sono giuste anche per questi casi, essendo nelle (21) (21') 
n==o per p=^\. Incominciamo dal caso più semplice e 
cioè da quello che corrisponde a 



p=l; 



la congruenza 



^1+5^2+ • • •+.9r = ( mod. ni) 
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rappresenta la (14), e qaando alle g si dia a due a quat- 
tro . . . a r o ad r — 1 il valore -^ otteniamo sempli- 
cemente ^ o -T^ sistemi di ^^ ( che noti coincidono con 



(r— •!) altro che nel caso speciale di r^^^^, ) per cui do- 
vremo far uso anche dei modali di periodicità relativi alle 
sezioni 6^^. 

Ciò posto se r è pari oltre considerare i sistemi delle g 
che si ottengono dando a due, a quattro, a 2 / ( / fino 

ad - ) il valore — , terremo conto anche dei sistemi che 

si ottengono dando successivamente a due, quattro . . 2 Z 

( l fino ad - ) il valore '^ -\- ?ii in modo che ad l corri- 
\ 2 -^ 2 — 2 

sponda il segno superiore ed alle altre l il segno inferiore. 
Cosi otterremmo r sistemi differenti, e possiamo escluderne 
ano a piacere onde adoperarne r — 1 come a noi abbiso- 
gnano. 

Ciò posto le prime ^ funzioni ^W avranno la forma 



andando t da 1 ad -, e le altre r — 1 avranno la forma 
K\^ ="11 S(tt— oW-l-ifc) ^(1*— e(0_|-t) 



dove i va da uno fino ad — 1; cosicché avremo per r 

z 

pari 
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2 2i ^U—fv(')-\-'^^4.h) 

K j^ j, .11, 3(j,_^(.)_^;^j -r 



r 

--1 

2 



Quando r è dispari allora fissato per una g il valore 
-l? potremo ad un'altra dare il valore !^*, e ad un'altra 

perciò il valore ^ — ^, e a due, a quattro ... a 2/ 

(? fino ad - ) il valore -_ j-^ii, dove per Z si prende il segno 

r—l 



superiore, e per le altre / l'inferiore, cosi otteniamo 
sistemi cui corsispondono altrettante C<«), e se poi diamo a 
due, a quattro, a,2l (l fino ad ^~ ^ delle g il valore ^ 

solamente, otteniamo altre funzioni ?<•) che hanno la 

forma 



2» ^(w_/|;W+!!!^J.ifc) 



dove i va da uno fino ad ^ , mentre le altre 

2 2 

hanno la forma 

(?..^o .(„_(4^)+,).(.-(4°H.)+.)<„-(ff^-'^) j 



xfifH 



a(«*_o(i)-j-A;)5(M— «(H-j-A;) 



— Ili — 

r— 3 

dove i va da zero ad __ ._; per cui 



2 



(23 )«-=<.,+>,n ^(ji^^j,,- ■' + 



t-3 
2' 



<«-(4:)+o<^G^-'- -)+.) 



x^ <-»-(-+?'+'';')+^)<-('+?-°v^)+^ ) 



Per il caso di p=2 si può in uaa linea delle g ripetere 
quello che si è fatto pel caso di j>=l, come pure si potrebbe 
procedere in altro modo, il che tralascio di fare per brevità 
contentandomi di aver fatto vedere come la soluzione sia 
possibile anche in questi casi speciali per mezzo di funzioni 
^W che non dipendono dagl' indici dei sistemi Vffì. 



W. 



Per considerare il problema della moltiplicazione, sup- 
poniamo che i sistemi delle v coincidano; allora la (7) 
diviene 






^P 



(24) tOft=rt?;i= I c?%+ I c?Wfc4- • • • + \ ^^h 

h=A , 2 , . . . , j3 



— 112 — 

mentre la (5) si riduce semplicemente a 

JfJBi rsct rocp 

h=\ , 2 , . . . , |) 

Per determinare i punti z\,z\y . . . ^ z^p seguendo 
il solito metodo elimino fra la (24) e la (25) le i?a ed 
ottengo: 

(r-l)j /X+ / X^- • . . + / 
\ Joc^ Jx^ Jx 






la qual formula si deduceva immediatamente, come è na- 
turale, dalla (8) sol che vi si supponessero i sistemi delle 
xf^ uguali fra loro. 

Determinando adunque una funzione ?' la quale divenga 
infinita di ordine r nei p punti 0;^ , adj, . . , a?p e infinitesima 
di ordine r — 1 nei p punti c^ , c^^ . . , Cp essa diverrà 
infinitesima di primo ordine anche nei'punti 

La forma della funzione C' sappiamo che sarà la se- 
guente 



^ p d ^- 



1 1 d ^xi 
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dove|)dei^r4-l coefficienti arbitrari debbono determinarsi 
in D^odo che la funzione ^ abbia le diramazioni di T, ed è 
chiaro che con questa determinazione non si introducono 
irrazionalità ' rispetto alle z $ ; le altre p{r — l)-f-l deb- 
bono determinarsi in modo che la C' ammetta gl'infinitesimi 
Ci , c^ , . . 9 Cp ài ordine r — 1. 

Per determinare i coefficienti dell'equazione 



(26) U'^y=aP +A,ai'-l-f . . +A, 

che ha per radici i p valori che la funzione a prende nei 
pnnti 3\ , z\ , . . , z'p osservo che la (9) diventa 

f )(a) "" C 00, . C òoj ... C «»^(4K«)(<r) 

donde^ al solito, dando slg p valori differenti si ottengono 
altrettante equazioni che ci servono a detemiinare i coeffi- 
cienti della (26). 

Per introdurre nel calcolo le funzioni 5 osservo prima 
di tutto che si ha 

^ KCi^->.+t.))<U"+0) i 

Inoltre ponendo 
essendo le funzioni l^f^^' diramate come T, e tali che almeno 
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la loro somma divenga infinita di ordine r nei punti 
^i 9 ^i j • • } ^p ì ^ quindi dedu:endosi dalle f|W ponendo 
in queste uguali i sistemi delle Vj cioè 

fx=l , 2 , . . , p. 

avremo, considerando primieramente la forma (16) della 
funzione ? 

(27) 5 -ao +2,2 a, j ^((z.,-.,+A:,)) ( 
riducendosi evidentemente, coli' ipotesi fatta, le funzioni 






alla forma 



^' ^i ^,((«ft-^ft+*ft)) i 

" Se volessimo ora la soluzione del medesimo problema 

per mezzo di funzioni 5 che contenessero semplicemente le 

metà dei moduli di periodicità ni non potremmo servirci 

delle formule (19) (21) (2r) ma bensì delle {22) (22). 

Infatti da queste si ha 

2 f \2i 



l-i 



4*i ' ì Hi^h—^h+k)) 
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se r«è pari, e 

"l'Ir {Hi^n-^^-^h^'^ 



se r è dispari; e introducendo le funzioni 






Cii • Sa •••« 6 



se le quantità kf^ si esprimono per mezzo di metà dei 
moduli di periodicità 

2» 



r 



1 II ^{(U^—Vf,)) 



t r 
^1 >S2 >•••> ^p 

I f I 

Y ^2^;( i ii+n 

6| ,62 ,..., ep, 

£4 yH v?*p ; , / 

S.N.Lib.IV. 8 
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^'•■((«A-»»)) 






^ — «^ oi-2, ) Lai ^2i^(Uf,—vi,)) '^ 






* ^J'' 'Il ' Il ' 



2^' 



p 



' ' ' 

^ì ?^2 f'ì^l "l^y^^p ; (^1 ?^2 >*'?^ t4-n-p-*^?"?gp 

^' ((«A-t'ft)) - 

£| ) ^2 J ' • • ^ ^P 

/ / ; 

^i?^2J'*')^P 

In tutte le espressioai che si sono date per la funzione ( 
che serve per le soluzioni dei problemi di addizione e mol- 
tiplicazione i coefficienti arbitrari debbono determinarsi in 
modo che la funzione acquisti grinfinitesimi c^ y c^ , . . , Cp 
di ordine r — i. 

È appunto facendo questa determinazione che si intro- 
ducono nel calcolo le derivate delle funzioni ^^ sulle quali 
uno studio speciale sarebbe molto utile . specialmente allo 
scopo di vedere se sia possibile la loro eliminazione dai 
risultati finali. 



¥1. 



Le formule stabilite fin qui ci servono per la soluzione 
dei due problemi di addizione e di moltiplicazione estesi 
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anche alle funzioni Abeliane di seconda e terza specie. 

Vediamo prima di tutto come si enunciano questi pro- 
blemi seguendo sempre la generalizzazione degli studi del 
signor Weber esposti nella memoria sopra citata. 

Siene i punti (6) determinati per mezzo delle quanti- 
tà (4) mediante le (5) col teorema di inversione, e consi- 
deriamo le due somme 

(28) , I dt{i)+ I dt{e)'\'...+ I dt(s) 







'i 



) 



essendo le vie d'integrazione in queste espressioni le mede- 
sime che nelle formule (5); queste somme dipendono dalle 

conseguentemente dalle 
e potremo indicarle con 

e se ricordiamo che i punti 
corrispondono alle quantità 

r r r 

11 1 



(29) z,((2«'") )~P'^'>+ [/'''■''>+■■:+£''''■'> 

(29') p,^,^((i4<"))-p"(','.)+ A"(<,<,)+-+ r?"(',>,) 

e il problema consiste nel determinare le (29) (29') in 
funzione delle (28) (28') reapettivaraente, e delle quantità 
note «aW. 

La funzione C determinata ci dà il modo di risolvere 
immediataraeute il problema: infatti se dalla (29) si sot- 
trAg^no tutti ì sistemi che si ottengono dalla (28), quando 
ad i si diano successivamente tutli i valori ì ,2 , . . ,r, 
otterremo 

z((i:'."))-iz.((''.^)=iJ')+i>.)+..+0)+ 

2lUx,iO Ja-j.'l J.rp» I 

e «nalogamenlo dalla (89') e (28') 

P((Ì».'"))-2P (M)- f''U,H)+ f rfk«,«,)++ / rf'' 
•l'i' ' 1 '1'/^ ^^ J ':,"'' J^J-» -W" 

+Ìi M'rì+ dl(,,,,)+...+ fdl(.rì\ ■ 

OrA la funziono C diramata come T diviene infinita di 
ipiiuu online nm punti xt^l, infinitesima di primo ordine 




(VirtEi! 
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nei punti 2:^ , 2^ , . . . , ^rp, infinitesima di ordine r— 1 nei 
punti Cj , Cj , . . . , Cp\ per cui pel teorema di Abel avremo 
osservando che 



\dzjz=z ^i fi 

'^ l 






^l 



sono zero, 



(30) z ((i.".))=i:z.(M)-f '=' 

1 1 

■ =?z.(HHf)_ 



<. 



<««')Pv,((|'"'-'))=?P.iH)+'<;;^ 



le quali formule risolvono il problema. 

Da queste si passa facilmente a quelle che danno la 
risoluzione del problema della moltiplicazione supponendo 
i sistemi delle v tutti uguali fra loro; allora si ottiene: 



(31) Z/(»-«ft''^))=''Z,((«A<*^))- 



dz J z=ze 



(31') P ((...»))-. pj(..«))+ i^^' 



, . . V , , r' 
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dove (' è la funzione sopra determinata per la risoluzione 
del medesimo problema relativo alle trascendenti di prima 
specie. 

Le formule (30) (30') (31) (31') valgono anche per in- 
tegrali di seconda e terza specie qualunque, e non è punto 
necessario supporre che sieno integrali normali. 

Pisa, Luglio 1873 



Alberto Tónelli 



ERBATA CORRIGE 



Viig, 2 linea 5 invece di C , »J , e leggi 5 » »» » e 

> 6 » 6 risalendo » teorema » teorema ) 

> 9 » 15 » di curvatura. » di curvatura principale 

> 10 » 8 ria. » sono i rispettivi » sono i raggi rispettivi 

> 12 formola (») > 2== > z^^ 

> 14 la formola (^) va scritta in questo modo; 

dz y/^^T^^ / 2 / 1 \« 

» 14 1/ formola invece di (— AV*)* leggi (l—iAV)* 

> 16 linea 10 » &> > 6 

» 17 » 3 ris. > cosA— > cos li- 

ni m 

> 18 » 17 > alissoide » alisseide 

> 22 » 2 ris. > alissoide > alisseide 

> 23 r ultima formola va scritta così: 

g=ìn\og:, \ mr-A- Jnn? (r* — ??i*j -f a^ \ -1 log: J 1 — ^ = — =-t-^; 

( j ' 2m °| r[mr+v/m« (r«— m«) +rt^] f m (rt*— jn^) 

> 24 linea 9 invece di colla moului'es leggi colle moulures 
» 26 > 8 > z=a y cot i > z=^ y cot i 
» — » 18 > X^+Y* > X«+Y* 



> 27 > 3 > -^— (al numeratore) » 3— 

a^ d^ 

> 27 » 12 » (15) ne deduce > (15) se ne deduce 
» 28 > 9 » del ridursi » dal ridursi 

» — » 19 » in sistema » un sistema 

» — > 4 ris » con qualunque » in qualunque 

> 29 2.* formola (1 9) invece di -^ leggi ^ -r- 

^ Pi* . A 

> 31 linea 7 invece di J V^,fl?y leggi J V^dt? 

» 33 > 6 > /3tt » ftt 

» 36 2.* formola (27) invece di V G leggi v/à 

> 42 linea 9 invece di alle sostituzioni > colle sostltuzionf 

> — » 14 » Y= v/n* — U'*scnnt? » Y=-\/n* — U'^senn» 

n n 

> 50 formola (11) iuvece di \lc^\ (nel denominatore) leggi y/a'+i 
» 51 linea 4 » ^ ( nel denominatore ) » A 

» 63 formola (44) » C'-("el denominatore delia 3 •) » Q' 



SUGL' INTEGRALI 

COMUNI 

A PIÙ PROBLEMI DI DINAMICA 



DSL. 

DOTI. GIO. PEMACCHIETTI 



'"!' 



£ noto che nella Dinamica si presentano delle classi di 
problemi per i quali si possono immediatamente assegnare 
degl' integrali pel solo fatto che le forze applicate ai vari 
punti del sistema soddisfano ad alcune condizioni analiti- 
che. Gr integrali comuni a tutti r problemi che apparten- 
gono ad una data classe possono o contenere la espressione 
analitica delle forze (come l'integrale delle forze vive) op- 
pure essere da questa indipendenti ( come gì' integrali delle 
aree). li Bertrand ha risoluto il problema (^) : Determinare 
gl'integrali indipendenti dalla espressione analitica delle 
forze che possono essere comuni a più problemi relativi al 

(0 Sur les intégrales communes a plusieurs problèmes de Méca- 
nique (LiouviJIe t. XVII^ 1852)— Il metodo del Bertrand è stato applicato 
anche dal Rouché nella sua Memoria <r Sur les intégrales communes à 
plusieurs problèmes de Mécaniqu^ rei A ti fs au mouvement d'un point sur. 
une surface » (Liouville, 2.* serie^ t. Ili, 1858) — Si può ancora vedere 
la Memoria del Bertrand e Sur quelques-unes des formes les plus sim- 
ples. que puissent présenter les intégrales des équations difierentieMes 
du mouvement d' un point matériel i ( Liouvilie^ 2.* serie, t. II, 1857 ). 

S. N, Lib. IV. 9 
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molo d'uà punto^ quando le furz^ sono funzioni soltanto 
delle coordinate, e stabilire le condizioui cui debbono sod- 
disfare le forze stesse, affinchè i corrispondenti problemi 
ammettano quegP integrali. 

11 metodo tenuto dal Bertrand nella risoluzione di questo 
problema consiste essenzialmente in ciò, che, potendosi, 
stante la arbitrarietà dei valori iniziali delle coordinate e 
delle velocità, dedurre da una equazione che effettivamente 
sia un integrale del moto, quattro equazioni (una delle 
quali però necessariamente coosegueoza delle altre ) fra le 
tre componenti della forza, si può in generale, dato che sia 
un integrale di un movimento, dedurre da esso le espres- 
sioni delle forze che generano quel moto. Può per altro 
accadere che quelle quattro equazioni si riducano anziché a 
tre indipendenti a due od anche ad una, ed allora quella 
equazione integrale proposta potrà appartenere a tutti quei 
problemi nei quali le componenti delle forze soddisfano alle 
due relazioni od alla relazione cui le quattro equazioni si 
riducono . 

11 Korkine (*) ha ripreso il probl^na del Bertrand 
togliendo la restrizione che le forze siano. funzioni soltanto 
delle coordinate ed ammettendo invece che esse possano 
essere funzioni anche delle componenti della velocità, ma 
si è limitato a ricercare i sistemi di due integrali comuni a 
più problemi del moto di un punto sopra una superficie. Se 
non che in tal caiso il metodo del Bertrand non conduce più 
ad equazioni finite fra X, Y, Z, ma ad equazioni che oltre 
a queste quantità contengono le loro derivate rapporto ad 
^\ y\ 2''; talché il Korkine ha dovuto tenere una via 
diversa, fondandosi sul noto teorema del Clebsch: Un siste- 
jna iacobiano o completo di i^ equazioni a derivate parziali 

(^) Sur les intégrales des équations d'un point matériel. (Mathem. 
Annalen Leipzig 1870), 
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del primo ordine lineari ed omogenee eoo n variabili am- 
mette n — f& soluzioni. 

Seguendo la via tenuta dal Korkìne determino da prima 
(§. I.) la forma che debbono avere quattro equazioni indi- 
pendenti dal tempo, a£Snchè possano essere integrali comuni 
a più problemi relativi al moto di un ponto nello spazio, 
quando le forze dipendono dallécoordinateo dalle componenti 
della velocità del punto; dopo, studiando il movimento di un 
punto soggetto a forze funzioni soltanto delle coordinate, 
trovo dei risultati in parte non contenuti nella memoria del 
Bertrand. 

L 

Sistemi di quattro integraU comuni 

indipendeiLti dal tempo. 

• . . ... 

Se un integrale: 

delle equazioni differenziali del moto: 

^_^ ^_v ——-I 

è comune ai due problemi ( X , Y , Z ) e ( X, , Y, , Z| ), 
dovranno essere verificate le due equazioni che se ne dedu- 
cono derivando la equazione integrale rapporto al tempo, e 

* ■ ' d^oo d'ij dt^z 

sostituendovi per j-j- , -r^ , ^ una volta X , Y , Z 

ed un' altra X| , Y, , Z|, cioè le due equazioni: 
^^'+^^'+?[E,- . ^X4.^Y 4.^Z 4.^-0 
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Ofa della componenti X , Y , Z : X, , Y^ , Z| almeno 
due corrispondenti possono supporsi diverse fra loro; siano 
queste X ^ X, . Ponendo: 

" X— X, ' "" X=X, • 

Y X X Y 

Z=Y— ftX=.Y,-^AX,=-^-^ , . } . . (1) 

l =/à^'~'Iì X=Zf|"— rC A.|= Y Y • • • 

le due ultime equazioni prenderanno la forma: 

.,„, dF ,dF,., dF^, ,«, 

A(F)=5^+5^'^+5^^'=o (2) 

„^, dF , , dF , . rfF , , rfF , , rfF,, , rfF .-^ 

S(F)=^* +rf^2/'+^^'+5^'^+5^.^'+^=o, (3) 

e la equazione ottenuta da queste coli' uguagliare a zero la 
funzione alternata B ( A (F) ) — A ( B (F) ) sarà: 



^ ., «ìF , cfF, . dP,, , rfFl,,^ „,,, 



+ 



+^JA(0-B(i:')|=o (4). 

Perchè il sistema (2) , (3) ammetta cinque soluzioni, 
è necessario pel citato teorema del Cl^bsch che la (4) 
sia identicamente soddisfatta od una combinazione lincia- 
re delle (2) , (3) ; non può essere identicamente soddf- 

sfatta evidentemente, perchè il eoefficiente ^^ ^ l'unità, 
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non può essere conseguenza delle (2) y (3), perchè manca 

rfF 

-rrj e non ppò evidentemente essere conseguenza della 

ut f 

t 

sola (2). D'altra parte nemmeno se si suppone che F non 
contenga esplicitamente ty le soluzioni possono essere cin- 
que, perchè allora il numero delle soluzioni sarebbe mag- 
giore della differenza fra il numero delle variabili e il 
numero delle equazioni. Non possiamo avere dunque al più 
che quattro soluzioni. Supponiamo che le (2) , (3) abbiano 
quattro soluzioni comuni indipendenti dal tempo: dovrh 
la (4) essere una combinazione lineare delle (2) , (3), e 

poiché non contiene -1—7, dovrà ridursi semplicemente alla 

(3) moltiplicata per un fattore, sicché dovranno i coeffi- 
cienti della (4) essere proporzionali a quelli della (3), e $i 
avrà quindi: 

rt =- T * ^ • 7 

X X 



\ A(0-.B(A) A(f)— B(ft') 



• * 



l l' 



(5) 



Supponendo, come faremo sempre in seguito, che X, Y, Z 
non contengano esplicitamente il tempo, questo non com- . 
parirà esplicitamente per le posizioni (1) nemmeno in 
A , A;' , / , /' , onde le (5) sviluppate divengono: 

dx ^ dì/ ^ dz ' dx ^ dy^ ^dz 

Queste moàtrano che l , V sonò funzioni omogenee di se- 
condo grado à\x y y y z \ quindi potremo porre: 
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Per le (1) si hanno ora le condizioni: 



(6) 



Prendendo per k yk\ly l* le espressioni trovate» il siste- 
ma (2), (3) è completo, ed osservando che —, , —7 sono ora 

soluzioni della (2), e introducendo queste come variabili 
nella (3) in luogo di due delle variabili proposte, per es. 
y , js' , le soluzioni delia, equazione che se ne dedurrà, 
saranno soluzioni Anche della (2); ponendo 



l'equazione alle soluzioni comuni delle (2)i (3) sarà: 

Dunque: La condizione necessaria e sufficiente, affinchè 
piii problemi ammettano quattro integrali comuni indi^ 
pendenti dal tempo y è che le forze soddisfino alle (6). Se 

d*n .^ ^ dv di:\ dH ,.^ ^ dr, dì;\ 

sono le equazioni differenziali del moto d^ un punto nel 
piano sotto V azione di forze funzioni esplicite del tem^ 
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po^ delle coordinate e delle derivate, e se n^ suoi quat- 
tro integrali che sono della forma: 



dr, di:\ 



si sostituiscono x y y y z , ^ ^ --j rispettivamente a 

diti d ^ , 
< , 17 , f , -y-- , -ri > i quattro integrali così ricavati sa"-- 

rannOy senza ulteriore determinazione ^ i quattro inte- 
grali comuni a tutti i problemi del moto di un punto 
libero nello spazio sotto V azione di forze funzioni 
esplicite delle coordinate j delle derivate e non del tem- 
po, pei quali tra le forze sussistono le condizioni (G). 
Similniimte il risultato del Korkine può formularsi cosi: 

d^ d 



dt^-^^* '"'di) 



è V equazione differenziala del movimento a una dimen- 
sionCy sostituendo né* suoi due integrali x , y y ^ in 

X 

dti 
. luogo di 1 9 ^ f zff ì ì^^sti due integrali così trasformati 

converranno a tutti quei problemi a due dimensioni, nei 
jquali sia soddisfatta la condizióne: 



«•Y-y'X=^'»y(a; , y , ^ . 
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IL 



Le due forme degr integrali eomimi nellMpoteei 
delle forze fkmzioiii soltanto delle coordinate. 

D'ora innanzi suppongo le forze funzioni delle sole 
coordinate; per le (1) altrettanto sarà di /e , A' , / , T , 
onde r integrale geherale della (2) è: 

a^=F(x y y y z y y' — kx' , z' — k'x ^ t) . . • (7) 



Ponendo : 



y' — kx=^u , z' — /fV"^t> 



la (3) diviene: 



dt '^ch/^'^dz ^du ' di> 

. TdF , ,dF . ^,dF dFr dk . dk\ dF/- dk' . dk\-\ 
+^ [di+%+^dì-dlV'dy+''rz)^^^ 

l,du\dx'^ dy'^ dz/^dv\dx^ dy dz Jj^ 

Ora noi possiamq considerare oo ^y % z ^ t'y u ^ v yX come 
sette variabili indipendenti, e non essendo F , k , k' , l , V 
in tale ipotesi funzioni di a?\ quest'equazione si scinde 
nelle seguenti: 
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dì'.dF dF .dFf.dF. ^ 

-, — }— i-u4— 3-0 + j— t+j— t==o K°) 

dt~dy dz ^du 'a» 

dF ,JF,',dF dF/'dk , dk\ dF/dk' , dk' \_^ ... 



,,dk.],dk\,dF^dk'dk'dk'\ 



dF/dk 
dwydx^'dy 

Se non si ha identicamente : 

dx^'^dy^'^dz-'^ ' dx^^t/^^dz ^ ' ' ' ' ^ ' 

la (10) integrata dà, indicando con M , N , P delle fun- 
zioni A\ X , y , z : 

«=F(Ma;'+Ny'+P/ ,x,y,z,t) (12) 

e questa è la prima e più semplice forma d'integrali comuni 
a più problemi. Se iavece si hanno identicamente le (11), 
si ha una seconda forma che studieremo nei §§. IX. e seg. 
Il Bertrand nota che le equazioni k==cosi^ , k' :== cost. 
rappresentano una serie di rette, e che quando k e h' 
siano runa funzione dell* altra, l'equazione k==^=^ost. rap- 
presenta una superficie sviluppabile: io non avrò bisogno 
di queste osservazioni. 

Pel moto di un punto nel piano si hanno tutte le eq\ia- 
zioni precedenti in cui mancano i termini che contengono 
z , V y k\ V: in tal caso si ha una sola forma d'integrali, e 
le (8) e (9) non ammettono evidentemente più di due solu- 
zioni: esprimendo poi le condizioni, perchè da esse possa 
derivarsi un sistema completo di due o di tre equazioni, 
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si hauno soltanto gì' integrali: 



«=[(y+c).'_(z+c.)y']V?(^) 



«=(y+c)2'— (^+^i)y'— c^ 



. . . (13) 



(14) 



e il sistetna: 



i—Cy'+i^T+A'yr'') (15) 



»+t-f 



d{ay-\-hz) 



V»—2ff{ay'\'bz)d{ay-{-bz) 



(16) 



che convcDgono a tre rispettive classi di problemi, e ch« 
sono i soli integrali comuni a più problemi nel piano. Le 
(13) e (14) sono ottenute dal Bertrand, le (15) e (16) dal 
Korkine. 11 Bertrand dà le (13) e (14) colle costanti 
c=C|=o, il che non toglie evidentemente nulla alla gene- 
ralità. 

La (8), come osserva il Bertrand, dimostra il seguente 
teorema : 

Tutti gV integrali comuni a piti problemi del moto 
di un punto nello spazio nelV ipotesi delle forze funzioni 
delle coordinate si possono ricavare dagV integrali dei 
problemi del moto di un punto nel piano j rappresentando 
con y , z le coordinate correnti dt guest* ultimo punto^ 
Costituendo in quest* integrali y' — kx' » z'^k'x alle de- 
rivate ^ 9 "j} y introducendovi poi x come parametro 
aostante, e facendo in fine le opportune determinazioni {}) . 

<*) Cfir. Berlr, Mem, cit. Art. XVIII, XIX, XX. 
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Analoga corrispondenza esiste fia gV integrali dei pro- 
blemi a una dimensione e gl'integrali comuni a più problemi 
a due dimensioni, 

III. 

■ 

Prima forma. Sistema di due integrigli. 

Se una funzione F non contiene alcuna delle variabili 
^ > y' > ^' ? l'equazione F=^cost, non può essere integrale 
comune a più problemi: infatti allora si avrebbe identi- 
camente : 

ft - » • 

dF ,dF , ,d? , ,dF , 
dt-^d-oT +rf-/ -^d? =° ' . 

da cui si dedurrebbe, derivando rapporto d^ x ^ y\ z che 
F non potrebbe essere funzione di t ^ x ^y ^ z. Per stu- 
diare quindi gl'integrali della prima fo^ma (II, 12) po- 
tremo supporre una delle tre funzioni M ^ N , P uguale 
all'unità e dare all' integrale la forma: 

a=F(a7 , y , ^ , X — ay — hz , ^) . . . (1) 

essendo a e 6 funzioni soltanto Òa oa , y , z. 
Pongo: 

U'=x — ay — hz' (2) 

• • • L=aY-}-6Z— X (3; 

Deri-vando la (1) rapporto a < si avrà: 
^f y r , ^ '..tlF . ,dF , dFUda , ,db ,\^ , , . ^ ,^ 

• ./da db A , /da , , db ,\ ) 
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in cui, non essendo F , a , 6 , X , Y , Z funzioni di y' , z 
devono potersi annullare separatamenle i coefficienti di 
y* 9 ^"^ j y *' y y\ ^^ ^ termini indipendenti da y\ z\ 
con che si hanno le sei equazioni: 

rfa. da db db - 

da da db db 

5^^+ Ji+^'»+^=^ (^> 

, _, dF , rfF rfatZF _ 

^(F)=^*+5i-5^5^«=*' (^) 

^,^, rfF , dF d¥^ ... 

Si formino le equazioni: 

(A,C)= 2^«^-+(^A(L)+L^^-«'^j^^=o (11] 

^^ „ -ié rfF , /^ ., ^ . . rf i ,rf« b\d¥ 

(B,C)== 2^^«7^+ i^(L)+L^-z**^, j^^^ 

È chiaro che le (7), (8), (9) non possono ammettere più di 
due soluzioni comuni, ma esse non possono formare un 
sistema completo, perchè le (10), (11), (12) non si possono 
formare linearmente coi pji'imi membri di quelle, poiché 



• ■ • • • 
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ciascuno di essi contiene una derivata che non apparisce 
nelle (10), (11), (12). Dunque, se le (7), (8), (9) hanno 
due soluzioni comuni esse devono formare un sistema iaco- 
biano, e le (10), (11), (12) bevono esàer verificate identi- 

cameute, onde si deve avere r"^==T~=*=*^^==^> ^** ^l^ali 

unile alle (4), (5), (6) mostrano che a e b sono costanti. 
Di più si avrà : 

dL db dlj dL 

dx *~ G?3/ "^ • dx "^ dz 

Indicando con a , ft , e tre costanti qualunque si' può 
porre dunque: 

L=^(air4-&y+<^^) • 
La condizione per le forze è 

aX+6Y+cZ«=7:(aa?+6y+c^) ...;.. (13) 

Dal sistema (7), (8), (9) ovvero sostituendo in quest^ultima 

drx d^y d^z . 
equazione j^ , ^ , -j^ in luogo di X , Y , Z e poi 

integrando, si trovano i due integrali: 
a=s(a(X?'-f-éi/'-f^a')* — 2j'7r(aa;+6y+cs)rf(aa?-|-6y-^tó) * (14) 



nu-f- 



d(ax-\-by^cz) ^ ^ .j^. 

Va'\'2jTi{ax-\- by+cz) d(ax-\'hy-\'Cz) 



analoghi agl'integrali (II, 15, 16). 
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IV. 
Casi semplici* 

Consideriamo alcuni casi semplici di un integrale co-* 
mune della prima forma. Se F è funzione di u , ^ soltanto 
le (III, 7, 8, 9) danno, indicando con C una costante^ 

ove C è una costante; da queste per le (IH/ 4, 5, 6), 
essendo m ^n ^p costanti : 

a== — mz — n , b^my-^p. 

L'integrale e la condizione per le forze sono: 

a=aì)i{zy' — 2/2^')+^ "{■^y+i'^' — C' .... (16) 
C=m(^Y— yZ)-f-X+nY+2JZ. 

< 

Supponendo F funzione di u soltanto, si otterrebbero 
ancora queste equazioni con C=^=ò. Supponiamo F funzione 
di a? , t/ , w; essendo ora il numero delle variabili uguale 
al numero delle equazioni, il sistema (IH, 7, 8, 0) non pud 
ammettere alcuna soluzione, a meno, che qualcheduna. di 
quelle equazioni non sia identicamente soddisfatta o combi- 
nazione lineare delle altre: il che non può accadere che. se 

6=0 (17) 

d? 
Ora -jT=^^} ed il sistema riducendosi alle due sole equa- 
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ztoni (III, 7, 9), non sarà possibile più di una soluzian?^ 
e questa esisterà quando si abbia: 



2 



2da A(L)4-L^-« ^.^, 
che si scinde nelle due: 

^*^ A/T\ f Ot''^ 

^,=^., A(L)+3L^==o, 

onde per la (17) e per le (III, 4, 6 ), jndicando con e e c^ 
due costanti e con /^una funzione arbitraria si haf 

/!«*= 'T*-^ , LfiS=3- ; — ^^/ ( — ; I . 

r 

. t 

1 . .1 ' . . 

Potendosi supporre c»=C|==o, e scrivendo, fi - ì invece 
di ^(^) la condizione per le forze e l'integrale sono: 

«T-yX-i/d) ........ (18) 

come si è trovato per il piano (II, 13 ). 

In ultimo sia F funzione ò\ y j z , u. Allora ( III, 9) 
è L==o, e le equazioni (A,C)«=o , (B,C)=o^ dovendo essere 
Terificate identicamente, daranno: 
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La equazione (A,B)«=o pure deve divenire una iden- 
tità^ poiché non si può dedurre dalle due A«»o, B«ao; oi 
avrà dunque: 

dx ^dz ' dxdz dxdy * * ^ '^ 

La ( III, 6 ) diviene allora 

dh , db 

^a+^^ ...... (^ 

Le (20) e le (III, 4, 5) mostrano che si ha: 

y+^(^) ' ^^+z (y) ' 

Dalia seconda delle (21) si rileverà che dev'essere: 



TT 



iy-{-^y (5+x) 



2 ' 



Contemporaneamente la prima delle (21) e la (22) danno: 



(y+n) (^+x) «+z («+x)' 



ossia 



[a;-f.7r,+(^-fx)z\](^+X)— (y+t)(a'+Xi)z' 
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le quali, doveado essere verificate qualunque sia x, danno 

I 

donde 7rV=»l, quindi u e x dovranno essere costanti, e 
si dovrà avere, indicando con m , n due costanti: 



y — n 



Introducendo nelle precedenti equazioni queste espres- 
sioni per TT e Xj esse daranno: 

t 

e per conseguenza tt', e x\ sono costanti, onde si può 
porre : 



7:^=pz+q ,, Xi= 



m 



U integrale e la condizione per le forze sono adunque : 
^^"=^1/' — y^''\'p{^y — yz')-\'m{xz — zx')'\-nx -\'qy' '\'rz ...(^) 

* * 

Dalla discQssione del Bertrand (Art. XVIII, XIX, XX 
Mem. cit. ) risulta che un integrale della prima forma 
comune a più problemi si riduce sempre alla (16) con 
w=p=ao e con C differente o no da zero, e alla (19); pas- 
sando dai casi semplici al caso generale, come pure rifa- 
cendo i detti Articoli della memoria del Bertrand, noi 
vedremo come si possa giungere immediatamente alle 
forme più generali. 

S. N. Lib. IV. 10 
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V. 



Un integrale indipendeiite dal tempo. 

dF 
Sia ^ =0, ed il sistema ( III, 7, 8, 9 ) abbia una solu- 
zione. Allora le (10), (11), (12) o saranno , identicamente 
soddisfatte ovvero conseguenza della (9); in questo secondo 
caso la proporzionalità dei coefficienti darà: 

da da d^b ^*^ij^ ^*^ ^*^ 
^ dx '^dz dcó^ dx^ '^dxdy dxdz 



u 



da (d^a 
da _A(L)+L^-^'^. 

"^dx" L ' 

T>/T\ I J*^^ ì^'^ 

dx T ' 



Da queste equazioni che devono essere verificate qua- 
lunque sia w, si ricavano anzitutto di nuovo le (IV, 20, 21) 
già integrate, e dalle quali abbiamo dedotto: 

^_ ^+g+P^ ^ ^{xArq)-Tp(y'\-n) 



e inoltre: 



A(L)+3L^=.o , B(L)+3L^ 
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Queste sviluppate divengono: 

m(a?+?)— p(y +n) |^-|-(y +n+m^) ^ +3>»L==o, 

combinandole: 

jdh dh dh 
^^5jÒ ' dì/ dz ' 

il cui integrale generale è \j=^{x-\-pZ'\-c , 2/+m2:-|-C|)' 
quindi la prima delle precedenti ci mostra che si ha: 

1 . (^+i-\-p^ 



{y-\-n-{-mz)^ \y-\-n-\-m2 

Essendo permesso di porre w=j=o, la condizione per 
le forze e l'integrale sono: 

.Y-j,X+m(a;Z-.X)+K.Y->,Z)_(--fL_,(^^) 
«=j xy* — yoo'-^-mfiixz — zx)'\-'p{zy — yz') 1 -f- 

"^ J Ky-^rnz] \y-^mz) •••-•' ^ ^ 

alla qual forma il Bertrand giunge con m==j3==o. 

Il caso in cui le (10), (11), (12) sono verificate iden- 
tican^ente è stato trattato alla fine del §. III. 
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VI. 

Sistemi di due int^^rali con altro metodo. 

Da quanto abbiamo detto nel §. II risulta che griotegrali 
comuni a più problemi a tre dimensioni si possono anche 
dedurre dagl'integrali dei problemi a due dimensioni della 
forma: 

«=F[y , ^ , ?(y , %'+^(y , z)z' , <], 

la quale può rappresentare le (II, 13-16). La ( II, 15) 
dà luogo ad integrali compresi nella forma: 

Per brevità poniamo: 

\J='k<fix)-\-k'<^x) (1) 

H=— UX+y(a;)Y+<p(a7)Z .... (2) 

p=f(x)y-\-^ix)z (3) 

t^-[5x'^<f(x)y'-\-<p{x)zy+f(p , X) . (4) 

allora derivando V ultima equazione integrale si ottiene : 



du 



2[_Ua/+y(a;)y'+.f(a?y] 



f|t(?'(^)y+'P'(^)^K+i>(^)y'+<f'(^K]+^a^'|4 



rfF . 
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Sostituendo per y" il suo valore tratto dalla (4) si ha: 

+ (fW-^)^^'+H]+|"((U+f(:r)y+*'W.>r'+ 

in cui potendosi considerare a; , y ,:?,«, 2' come varia-- 
bili indipendenti si possono mandare a zero i coefficienti 
delie diverse potenze di x' e z\ i termini in x danno : 

du \ f(x) 



(^'^^>-f)+IK^^")^+*'(")^)+^ 



, dF 



equazione della forma: 



^(A4-B«)+||==o .... (5) 

dove A e B non dipendono dalla variabile u. Affinchè 
la (5) possa essere verificata^ come è stato supposto da una 
funzione F che dipenda soltanto da a; e da i^, è necessario 
che i suoi coefficienti non contengano altre variabili, quindi 
A e B dovranno contenere soltanto x. Per integrare la (5) 
si ricorra alla equazione: 

du 
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che dà: 



w«=e 



'f^(jAe-'f^,.+c), 



per cui l'integrai generale della (5) è: 



talché possiamo anche prendere per integrale: 

a=^,(u?)w+<p2(^). . ..... (6) 



che> sostituendo per u il suo valor (4), è della forma: 
a=[-Vx' + f(x)y'+^(x)zJF{oo)+r{p.oo) ... (7). 

Derivando questa si ha: 
2(-Ua:'+9(a.)y'+Ka;)/)[-ga;'*+(y'(a')-,^)a:'y' 

,df\ 



che, dovendo essere verificata per qualsiasi valore di x' , y', 
si scomporrà nelle seguenti: 



-2UF(a;)H+|"(y'(a:)i/+f (^)^)+^o , 2F(a;)H+^o (8) 



J 
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La quarta e quinta derivate rapporto a y e a z mostra- 
no che si ha: 

Sostituendo questo .valore di U nella prima, se ne 
ricava che si deve avere la forma più particolare : 

Dalla seconda e dalla terza si vede che la forma più 
generale che può assegnarsi ad U è : 



U = -^ (9) 



e che si ha: 



Combinando la sesta e settima si ha perciò: 



da cui integrando e riponendo per p il suo valore (11) : 

.f=f(ax+by+cz) (12) 

Sostituendo le espressioni (9-12) nella (7) e neirultima. 
delle (8)9 queste divengono della stessa forma delle (IH, 14), 
ed è chiaro che in tal caso esiste anche l'integrale (IH, 15). 
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VII. 

Un integrale indipendente dal tempo 
con altro metodo. 

Nel dedurre dalle (II, 13, 14) griolegrali comuni a più 
problemi a tre dimensioni è di manifesto interesse il non 
supporvi c=C|=ao, come fa il Bertrand, il quale (Art. XX 
e XXI Mem. cit.), dovendo poi introdurre x come parame- 
tro costante ottiene risultati sotto forma meno generale di 
quelli ai quali, seguendo lo stesso metodo, giungiamo in 
questo e nel seguente paragrafo, e che si ottengono ezian- 
dio coir altro metodo. La (li, 13) dà luogo ad integrali 
della seguente forma: 



'=FJ[(y+y(a;))(^'-to')-^s+^(.r))(y'-AV)]' 






X 



Posto: 



U=^'(^+'l'(a'))-%+?W) (1) 

H=UX-(^+^(a;))Y+(t/+9(«'))Z (^) 

K=(^4-<P(«))?'(«')-(3/+?(«'))f(^) (3) 

r^J:^ (4) 

u^\5x'-{zJi-^ix) )y'-\-(y+<f{x))z-Y^^{r,x). . . (5) 
derivando si ottiene: 
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dF 
dur \ 






. di ^ 1 






Sostituendo per t/' il suo valore tratto dalla (5j, e indi 
uguagliando a zero il coefficiente di x% si ha: 

dF , dFi2{ti—T:)/,,^ ^ dU\ , dK K+U . dn 



dx du{z-\-^{pci)y ^ ^ dy ) dr{z-\'^{x))'^^^dx 

« 

che ha la forma (VI, 5 ): e quindi l'integrale ha la forma 
( VI, 6 ), ossia sostituendo per u il suo valore (5) : 

«=[Ua;'^(^+^(a;))y'+(y+y(a;))0']y(a;)+F(r,^) . . (6) 

Derivando questa si ha: 

2^x'-iz^^{x) )t/'+(y+y(a;) )^'J. 

+/-'((r)a^'[ua?'-C^+t(a^) )y'-f (y+,>(a,) )z^Jf. 

d¥ Kx'+{z+^{x))y'-{yU{'«))z' dF ,_ 
dr (^+'f'(«;))* '^dx^~ 
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che dà luogo alle seguenti : 



2^/"(-)+r(^)u=*, ^(y(^+K^) )Aa^))=u ^ 



dx 



(wy+K^)/);»)) -. — u|2 , 



Dalle prime cinque si deduce facilmente: 
Combinaudo la sesta e settima si ha: 



ossia 



dove si possono considerare oo ^ y ^ r come tre variabili 
indipendenti, e quindi questa non può essere identicamente 
soddisfatta a meno che non si abbia: 
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e inoltre 



=0 ovvero c=^ao -^a b. 



dr 

Ali* una e all' altra ipotesi corrispondono rispettiva- 
mente gì' integrali: 

a=a{yx'—(X!y')-\-h{zx'—xz')-\-{yz'—2y')-\-cx'—a'y'-irh'z\{%) 
«=[fl( Q^J^h')x'-xy' )+ò( {_z+a')x' -xz' )+(y-|-6')^'-(2:+a')yT 

le quali forme, potendosi in quest'ultima senza togliere 
nulla alla generalità supporre a'=fe'«=o, si riducono alle 
( IV, 23) e (V, 24) trovate coli' allro metodo. L' ultima 
delle (7) dà le relative condizioni delle forze, che si otten- 
gono anche derivando le (8) e (9) e sostituendo poi X,Y,Z 

. , ,. d^(X) d'^y d^z 

in l«ogo di ^^ , ^^ , ^ . 

Vili. 

Un integrale dipendente dal tempo. 

La (II, 14 ) dà luogo ad integrali della forma: 

a=F|(t/+9(a;)K-(^+<^(a;))y'-/•(a^)^a;|.'. . (1) 
Pongo: 

U=A(z+^a7))~^'(2/+9(«')) (2) 

K=UX-(^4-^(a;) )Y+(3/+9(a^) )Z-/-(a;) .... (3) 

^^^od-{z\^{x))y'^{y-\.<i{x){z'-f{x)t. ... (4) 
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e derivando la (1) trovo: 

dF[dU ,. . fdU 



dui dee 



*j_ 



•» + 



■^'[«a='-Ucc''+(=r+«a.)Ky'-{y+K'>') )«V]+K j +^. 

Sostituisco per t il suo valore tratto dalla (4), e col 
porre uguale a zero il coefficiente di x\ trovo : 



dF , 



dF , dF rioc) 
dx du f (x) 



Essendo T integrale generale di questa o=a { jf-iA^ si 



vede che la (1) deve ridursi alla forma: 






ossia, riponendo per u la sua espressione, alla forma: 



/■(«') 



Se si pone: 



K'=UX-(^+^(a.))Y+(2/+9(a)))Z (6) 

la (5) derivata, dà: 

_/-(a=>.'[Ua,'_(z+^(i»))y'+(j,+9(a;))2l-[/(a>)]<_o, 
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che si scinde nelle seguenti: 

dalle quali si deduce facilmente indicando con ayhyC,a\h\m 
delle costanti: 

U=«ai/rh&2^+<?> 9(:r)=— fea?-}-^', 4'(^)=aa?+a', K'==— ...(7) 

La (6) ove si ponga per K' il suo valore dà la condizione 
cui debbono soddisfare le componenti delle forze; Tinte* 
graie (5), indicando con a^h jC^f ^g ^h ^G sette costanti 
qualunque, prende la forma seguente: 

La ( VII, 8 ) è della stessa forma di quest^nltima ove si 
sapponga C=o. Tralasciamo di dedurre questa classe di 
problemi dalle condizioni necessarie e sufficienti, perchè le 
(111,7,8,9,) diano luogo ad un sistema completo di 
quattro equazioni. Se nella (8) sì pone h=c='f=>g^=^f si 
ha il risultato ( IV ), cui giunge il Bertrand, da cui per 
vasaio d^ona trasformazione lineare e precisamente ponendo 
f'\-gz — €Ly , g'\'CLx — hz , z rispettivamente al ln<^ di 
ay , — €Lc , z si giunge alla forma (8; stessa • È così 
esaurito lo studio d^rint^ali della prima Iotìsoì. 
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IX. 



Seconda forma. Sistemi di quattro integrali 

dipendenti dal tempo. 

Nello studio degr integrali della seconda forma (II, 7), 
pei quali abbiam vista aver luogo le equazioni (II, 11 ), il 
Bertrand si occupa esclusivamente del caso, in cui le rette 
k==^ost. , k'=cost, siano normali ad una serie di superfi- 
cie, nella quale ipotesi mostra che, prendendo un certo siste- 
ma di coordinate curvilinee, la (II, 7 ) assume la forma: 



ou 



=F( ?1 . ?2 7 ?3 . 2'l > *'« > 0- 



Indi, fatto vedere che i soli casi nuovi da tentarsi sono 
quelli, in cui le superficie qf=cost. sono sfere o superficie 
canali , potendo allora il sistema suddetto di coordinate 
corrispondere alle coordinate polari e passando poi alle 
coordinate rettilinee, trasforma l'integrai precedente in 
questo: 

da cui, nel caso di -^ =so, si deduce che: Se in un inte- 
grale indipendente dal tempo di un problema del 
movimento di un punto nel piano sotto V azione di 
forze <p(y>C), ^C'?;^)^ funzioni delle coordinate >?,?, si 

sostituiscono -, -, a: y — y x , x z' — z x' in luogo di 
TOyK , ^'y^' , si ha un integrale comune a tutti i problemi 
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a tre dimensioni^ in cui le forze soddisfano alle due 
condizioni : 

Indipendentemente da questi risultati del Bertrand (*) io mi 
propongo ora di trovare tutti i possibili sistemi di quattro 
e tre integrali indipendenti o no dal tempo. 
Pongasi : 

Idk ^dk\ , [dk' . dk' \ 

di di di dk dk 
(io? *^ rfy ^^ dy dz 

dx'^ dy^ dz^^ dy*^dz 

le ( II, 8, 9 ) diverranno: 

rfF dF dF dV dF 

^_,^ dF . dF . dF,dF^j,dF .^ 

Formando l'espressione A( B(F) ) — B(A(F)) ed ugua- 
gliaodola a zero, si ha : 

C) Cfr. Bertr. Mem. cit. Art. XXI-XXVII. 
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' Il sistema (5) , (6) ammette quattro solozioai, se è 

completo iacobano; ma la (7) noa pud essere evidente- 
mente una conseguenza delle (5), (6), quindi essa dev'essere 
identicamente verificata, cioè si deve avere: 

le qtiali non possono essere identicamente soddisfatte che 
se si ha: 

di/ dz dy dz 

Da queste^ dalle (4) e dalle (11^ 1 1 ) si trae^ indicando 
con a , 6 , e tre costanti : 

b ^ e 

di adi adi dV adì' adV 

dx bdy cdz ' dx bdy e dz ^ ' 

onde: 

/=(p(aa?-f-^y 9 ax'\-cz) , l'=^(ax+by , ax-^-cz). 

Le condizioni per le forze sono allora: 

aX+bY~f(ax-{^bì/,ax+cz), aX+cZ=^^(ax-{^by,ax+cz), (8) 
e le (5) , (6) formano il sistema iacobiano 
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dF a dF a dF 



■0 



dx h dy e dz 

dF ^ dF dF , dF , ,dF 

dt dy^ dz ' ^ du ' dv ' 

Ora ax-^-hy , ax-\-^z sono soluzioni della prima equa- 
zione: ponendo quindi 

dn dK 

ax+by=^ , ax+cz=^ , ■^^==^' > di^^' ' 

e introducendo nella seconda >3 e C in luogo delle varia- 
bili y e Zf si ottiene V equazione : 

dF ,dF , dF , dF ^ , . rfF,, 

che avrà per soluzioni le quattro soluzioni cercate. 

Dunque : Qualunque sistema di quattro integrali 
funzioni anche del tetnpo, comuni a più problemi rela^ 
tivi al molo di un punto nello spazio sotto Inazione di 
forze, funzioni delle sole coordinate, può dedursi im-- 
mediatamente dai quattro integrali delle equazioni del 
moto di un punto nel piano sotto V azione di forze pure 
funzioni delle sole coordinate. Basta sostituire alle 
coordinate m , C del punto nel piayio e alle derivate rap- 
poHo al tempo m' , C' rispettivamente le quantità ax-^-hy^ 
ax-^cz , ax'-\'hy' , ax'-^-cz. Se 9(*/3,?) , ^(>?^f) 
erano le componenti delle forze acceleratriei secondo 
gli assi ri , f del piano^ gV integrali così ottenuti con- 
verranno senza ulteriore determinazione a tutti i pro- 
blemi del moto di un punto nello spazio ^ sollecitato da 
fcfrze le cui componenti secondo gli assi x , y y z sod- 
disfino alle equazioni (8). 
S. N. Lio. IV. 11 
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Le (li, 16, 17) danno un teorema analogo: Ogni 
sistema di due integrali dipendenti dal tempo comuni 
a piti problemi a due dimensioni si ricava dai due 
integrali dei problemi a una dimensione. Se 

d^Tì , ^ ^^^ 

j^-9ir>) (9) 

era V equazione differenziale del moto di quesf ultimo 

punto, sostituendo ne^ suoi due integrali per ^ ^ 'n 

rispettivamente ax-^-by , ax'\'by\ si ottengono due in- 
tegrali comuni a tutti i problemi a due dimensioni, in 
cui le forze soddisfano alla equazione di condizione: 

aX-\-b F=(p(aa7-|-6y) . 

Nell'ipotesi attuale delle forze è chiaro che non possono 
esistere sistemi di quattro integrali comuni, che non conten- 
gano il tempo, pel moto d'un punto nello spazio, come pure 
non possono esistere due integrali indipendenti dal tempo, 
se il punto si muove nel piano ( Cfr. §. I. ). 

Sistemi di tre integrali indipendenti 

dal tempo. 

Per questa ricerca dovremo supporre che nel sistema 
( X^ 5, 6 ) manchi il termine ^ : e la (7) dovrà o 

essere identicamente soddisfatta oppure una conseguenza 
della (5); assumendo questa seconda ipotesi più generale, 



~ 155 — 
si ha: 






le quali sono identicamente soddisfatte, se si ha: 



dk dk' dV dk d^k d'k' 



0. 



dì/ dz * dy dz dy^ dz^ ^ 
Da queste e dalle (II, 11) e (IX, 4) si ha integrando: 

(c-^xfyx+c ' a?+c J' ~{x-\-cy\x'^c ' a?+c J 



Supponendo, il che non toglie la generalità ai risultati, le 
costanti c===c^=c^==^y le condizioni per le forze divengono 
precisamente le (IX, 2), date pure dal Bertrand, e le equa- 
zioni che danno i tre integrali comuni assumono ora la 
forma: 

dF dF dF_ dF_ dF_ 
dx^^ dy dz ' du dv '^ ' 

dF dF ]_ /y l\dF,ì_/'y A^^^ 
dy ' dz "* 0^^ \x ^ xjd w a?^ * Va? ' xjdv 
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y ^ 



Se osserviamo che - , — , mo? , ro; sono soluzioni della 

X X 

prìma^ ponendo: 



— =13 , -"=K 3 UX=U4 , VX=zV. , 
X ^ X * * 



ed introducendo nella seconda ri ^ l^ , u^ , v^ come nuove 
yariabili in luogo di y , z , ti ^ r, si ha l' equazione: 

le cui soluzioni sono soluzioni comuni aUe due precedenti, 
e quindi sono gli integrali cercati. 

11 teorema del Bertrand può dunque enunciarsi così: 
Tutti i sistemi di tre integrali indipendenti dal tempo 
comuni a più problemi 7^elativi al moto di un punto 
nello spazio sotto V azione di forze^ funzioni soltanto 
delle coordinate^ si deducono dai sistemi dei tre inte- 
grali indipendenti dal tempo relativi al moto di un 
punto nel piano sotto V azione di forze pure funzioni 
delle sole coordinate. Basta sostituire in questi tre ulti- 
mi integrali in luogo delle coordinate m y K e delle loro 
derivate rapporto al tempo rispettivamente le quantità 

li z 

x'ic ' ^y'^^y ' xz'-xz. Se f{n , C) , K»? , C ) cibano 

le componenti secondo gli assi m , C delle forze che agi" 
vano sul punto nel piano, gV integrali così ricavati 
converranno senza ulteriore determinazione a tutti i 
problemi del moto di un punto nello spazio^ nei quali le 
componenti X , Y , Z delle forze acceleratrici secondo 
gli a^si X ,y ^ z soddisfano alle due equazioni (IX , 2). 
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La (II, 14) dà luogo ad un teorema analogo: Se la 
( IX, 9) è V equazione differenziale del moto di un 
punto per un problema a una dimensione^ e se si sosti" 
tuiscona nel suo integrale indipendente dal tempo in 

luogo di n , m' rispettivamente le quantità ^ , xy' — a?'y, 

r integrale così ottenuto converrà a tutti i problemi a 
due dimensioni, nei quali le forze soddisfano alla equa- 
zione di condizione: 



a;«(a;Y-t/X)=y(|-) . 



Questi due teoremi comprendono come caso particolare 
il principio delle aree. 

XI. 

Metodo per la ricerca dei sistemi di tre integrali 

commii dipendenti dal tempo. 

Se le ( IX, 5, 6 ) non costituiscono un sistema completo 
esse avranno tre soluzioni comuni, nel caso che le tre equa» 
zioni (IX, 5, 6, 7) formino un sistema completo. Poniamo: 

, d^/C .,d*k' -, - d^k' , , 

la (IX, 7) prenderà la forma: 
C(F)-(B,A)=2»|+2„f +pf +,.^. . . (2) 
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Uguagliando a «ero le espressioni A(C(F)) — C(A(F)), 
B( C(F) )— C( B(F) ) si ha: 

(A,C)=^ JC (A)-2A(«) j+^|c(A')-2A(n') 

(B,C)=^jc(«)-2B(n)j+^jC(e)-2B(n') 

+Tì C(0-B(p) j+^j C(0-B(p') 1=0 . . (4) 

Ma si ha tenendo conto delle (II, Il ): 
/./,x «wx ^r Udk\* ,dk' dk) , Idkdk ,dk'dk)l 

C(A')-2A(«')=~6[z*|^^+^^j+t,|^^gp+(^^)jJ 



ovvero anche: 



l d*it . .d*;^ . ,. d^k 



C(A)-2A(n)=6L«|^^+ft^+ft'^^ 

C(.')-2A(n')^[«j^+.^;+A'^;, 

■T"® ( rfa? rfz'T'% dz'^'^ dz^]j' 
Negli sviluppi di C(w)— A(p) , C(n')— A(p') sostituendo 
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alle somme dei termini che contengono derivate terze di 
k e k\ somme di termini che contengono soltanto derivate 
seconde mediante le (II, 11 ), si ha: 

/dk rf« k dk'd^k dkd^k dk' d^k \ 
\dydy dz dyd z* dz dy'^ dz dydzj 

/d<x , jd» , .da. , dk , ,dk\ 

(dh d^k' dk'd^k' dkd^k' dk' dn' \ 
'\dydy dz dy d z'^ d zdy* dz dy dz) 



Ponendo: 



^ dk^ dk ., -, dk\ , dk' ., ^. 

^Ty^+dz^ > ^-d^/ + d^^ ^^ 



yi — J.. + ^^^,i^-^^dyd~z^''^\dydy'^dydz)* 



dac d*k 

dy~^ dy- 

d» . ^ cPk , . d% .. . ^/'dkdl . dk'dl\ 



^*~dz^'^dydz^^'^dz* ^'^'^Kdzdy^dzdzJ' 
^'~dy^ dy^^'^'^dz'^ ''^\dydy'^dydzj' 
'^ dz * dydz ^ d z^ * \dzdy * dzdzj 



( 



dky.d^dk^dkdkdk^dk 
dyl dy dz dzdy 1^ dz ' 

dkd£ dk^dk_dkd^,/dk^y^ 

dydy dydz dzdy \dz ) '' * * ^ -' 
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si ha: 

CM-2BW-3 (I* „.+ g ^+2 |^~)+.+2? , 

Affinchè esistano tre soluzioni occorre che le (3), (4) o 
siano identicamente soddisfatte, oppure una identicamente 
^soddisfatta e l'altra conseguenza della (2) e delle (5), (6) 
del §. IX, oppure tutte e due conseguenze di queste. 

Considereremo separatamente i quattro casi che si 
presentano. 

Primo sistema. 

Supponiamo le ( XI, 3, 4 ) identicamente soddisfatte. 
Si ha allora: 

d^^d^ dVc ^d^k'^dW^ d'Tc ^ 
dy^ dz'^ dydz dy^ dz^ dydz ^ 
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«-|-2^==a'-f 2^'=o , 

dee , ,Jdkdl , dk'dl\ d» ^ (dkdl , dk'dl\ 

dy ' \dy dy ^ dydz) dz \dzdy ^.dz dz ì ) (2) 

^'4.9/^^4.^'^\_^4.9 f^^' + — — "i — 
dy'^\dydy '^ dy\d^l dz • \dzdy dz.dzj 

Dalle (1) e dalle (II, Il ) si deduce facilmente: 

• • . . . 

k=ax-\-br/+cz-]-d , A;'=— ^^^ (3) 

Queste riducono le (2) a quattro sole equazioni distinte, 
le quali ponendo: 

è/+c/'=L , ossìa (I, 1): flX-h6Y+cZ=L 

prendono la forma: 

d^-^%+^d-z+^^'''d^+^Vz-'' • • ('^) 



adx b dy e dz 



(5) 



Posto: 



(ù==^X'{-by-{-cz , 



si ha dunque per le (5), indicando con ti una funzione 
arbitraria: 

6?-f c?r==7r(w) (6) 

La prima delle (4) prendendovi per variabili (à ^ y , z 
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diwene: 



^,.+rf)_i ja4.&(c.4_rf) j^+3„(«)=^ ; 

integrando e indicando con f una fun2Ìone arbitraria: 

^_^ — 3^(%+y(p,^) ,^ 



dove: 



P= ;; 



Dalle (6) si ha dunque: 

p ^ (o) -f rf-f 36y ) 7r(c«))— &(p(p , co) 

c(w-|-tif) 

L'ultima delle (4) è identicamente soddisfatta dagli 
attuali valori di ? , Z' , purché f abbia la forma: 

essendo /*(&)) una funzione arbitraria di 00. 

La condizione per le forze che si ha dalla (6)^ ed i 
due integrali sono quelli trovati nel §. III. eq: (13, 14, 15). 

La (7), tenendo conto della (8), dà una seconda condi- 
zione per le forze: 
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Ma pei valori ora trovati per » , a' , k , k' ecc. la 
( XI, 2 ) diviene: 

6 se per brevità poniamo: 

by-^-cz^^ , bu+cv^=v .... (10) 

introducendovi le variabili f* , v in luogo di z ev, questa 
prende la forma: 



dF . ^^dF 



dy du 



per CUI se si pone: 

>===vw — ^(w)y, 
r integrale generale prenderà la forma: 

ove F è simbolo di funzione arbitraria. 

La (IX, 5) si trasforma ora nella seguente: 



dF ( ) 



dF 



onde posto: 



al — |(w4-^7r(«) + ^^(f*=^> 
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1* integrale generale di quella equazione avrà la forma : 

a = F(»,«,0, 

per cai ogni integrale della (1%, 5) è ora integrale anche 
della (XI, 2). 

La (IX, 6) si trasforma allora nella seguente: 

dF dF _rfF r IdF 



dt ^"H^ +.'^(«) dr+ " [r(-)-<-^d)^ (.->)--'] a. 



che è soddisfatta, oltre che dai dae integrali già ottenuti, 
anche dalF integrale della equazione: 

_=/•(«) — («4-^)71 («) — >% 

cioè, a causa della (III, 14), dall'integrale della equa- 
zione : 



Indicando con y una costante, il terzo integrale comune 
è adunque: 



ossi^ ritornando alle variabili primitive: 
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« j (2/' -(«>+«0«''](«a''-l-^3/'+c^')- ^ (")y 

— (6y4-Ci)S (w+.rf)5 (o)) +(ai»'+&?/'4-q/)«! + « « 
•r/'(«)--(w4-rf)7r(o,))--2rK(«i)rfw Le/ «==='/; • >. (H) 



XIII. 

» • 

Secondo sistema^ 

Supponiamo ora che una delle ( Xf, 3, 4 ) sia ideutioa-^ 
mente soddisfatta e l'altra sia conseguenza delle primitive; 
è facile vedere che le (5), (6) del §. .(IX.) contengoyno 
ciascuna una derivata che non apparisce nelle (XI-, 3, 4): 
una. qualunque di queste potrà dunque essere conseguenza 
delle primitive soltanto quando i suoi coefficienti siano pro- 
porzionali ai coefficienti della ( XI, 2 ). Ciò posto, sia la 
(XI, 3) identicamente soddisfatta e l'altra conseguenza 
delle primitive.. Sviluppando l'equazione: 

C(u) —2 B(n) C(t?)— 2 B(n') 



n n 



—^■j 



se ne deduce, affinchè questa sia identiGaraente" soddisfatta, 
che debbono aver luogo le equazioni: 

dk dk dH iì^k 4^ k 



• ^ 



dì/- dz dy^ dz^ dydz «'f- ^ft ■ 
dy dz dy^ dz^ dydz 



— 166 — 

Da queste, dalle (II, 11 ) e dalle posizioni (IX, 4) , 
( XI, 5 ) si trae, indicando con a , 6 , e tre costanti: 

1^ ?±^... (1) , «' ^«... (2),^' -^/3 , p' |p... (S 

Quindi la (XI,. 3) diviene: 

I ^—b—] I— 4^— ] I — _& — ì 
y dy dz) \dy '^ dz ) \ dy dz) 

-I A4W.^f»'+ (A,|+A.g)^ (cg-.^)-o... ,, 



dove: 

dk dU 
dy dz^ 



- d l dk , dk\ . d / a% ,uk 



Ora questa deve essere identicamente soddisfatta, e ciò si 
otterrà col porre: 

dk , dk ^^ 

'Ty-^Tz-'' <^> 

e questa insieme alla (1) riduce la prima delle (II, 11 ) 
alla relazione: 

dk dk 

^^-«rf^=^ (^> 

I termini in w* , t?* , w^t? , w , t? e i termini indipen- 
denti àa, u , V del primo membro dell' equazione: 

C(u)-2B(n) C(/) - BCp) ^ ^ 
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uguagliati a zero danno: 

^cPk d*k ^ m dk , d?kdk ,,^. 
dy*dydz dy*dzaz dy*dz 

(a.+ffl^_^,. ; (2.+«g_|,.. . . (II) ; -^ . . . (12). 

Le (9) e (10) sono conseguenza delle (5) , (8); le due 
equazioni (11) a causa della (5) e della (12) sono fra loro 
equivalenti. L'integrale generale della (8) è 

+ X (^ , -J) 



T (^ » % + 4' (^ , z) 



Sostituendo questa espressione di k nelle (5) , {&\ si 
trovano due equazioni, ciascuna delle quali non è identica- 
mente soddisfatta qualunque sia y a meno che non si scinda 
in due altre, le quali permettono di determinare le tre 
funzioni arbitrarie <p , ^ , x- ^ì trova allora, se a , ( , e , 
^ 9 f j 9 ^^0 ^^ costanti, che l'espressione più generale 
di k è: 



f 
^=ax^by+cz+d'^^ • • • -(13) 

Per le (1), (2), (3) Tequazione: 

C(Q-B(p) _ C(r)-B(p-) _ ^j^^ 
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è identicamente soddisfatta, se si ha: 

\ dL ] dL ,Tp-v 

b dy e dz 

dove L ha lo stesso significato che nel §. XII. Dalle equa- 
zioni 0=0, « =0 conseguenze della (12) e ddla (2) si rica- 
va, ponendo mente alla (l): 

dx dy az 
e quindi per la (15): 

1 rfL_l dL xjgv 

a' doo~ e dz 



onde, come nel §. precedente e dando ad w lo stesso signi- 
ficato che aveva allora: 

L=-Tr(") (17) . 

Sviluppando la (2) e prendendo co, y, z per variabili 
indipendenti si ha: 

,dl.,,dl fnj^) 
la quale integrata dà: 

j _ fi? , ")+/'"(<^)y (igN 
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dove si è posto: 



La prima delle (11), osservando che si ha: |3f=— / ^ , 3, 
diviene : 

^'^(^-'■=° <'») 

Ma per le posizioni del §. XI e per i valori attuali di 
k j k\ considerando co , p , y come variabili indipendenti in 
iaogo di ce y y i z j si ha : 

Sostituendo in questa per j" © t" ì l<>ro valori tratti 

dalla (18), e quindi sostituendo questo valore di j^ nella 
(19), questa diviene: 

dp a ^ ^ 
Quindi si può porre: 

y=|7r(«)p+-'^(«), 
S. N. Lih. IV. 4 
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e la (18) diviene: 



^ (6.) + K («) [f+g (»+rf)ì (ay ■\-9(by-\-C2)^ 

g = _ 

Per le (15), (16) si hanao ancora la condizione e gl'in- 
tegrali (III, 13, 14, 15). La seconda condizione per le 
forze è: 

Le (IX, 5, 6), (Xf, 2) formano ora un sistema 
completo. La terza diviene, introducendovi come variabile ca 
in luogo di x: 

onde, oltre le ( XII, 10 ), ponendo: 

{(ù-^d)u — t;y = /, 
l'integrale generale avrà la forma: 

>. = F(f*j J^>w,^)• 
La (IX, 5), sostituendovi alle variabili x ^ i/ ^z , u , v 
le variabili fx , v , X , w , diviene: 
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dF , dF 

la quale ha per integrai generale: 



= F(a),v,0 



dove si è posto: 



a). — g iiv =^. 



La (IX, 6) diviene allora: 



rfF dF dF , , , dF / (/.(co) ^\ 



onde il terzo integrale cornane è: 






dove per le precedenti posizioni si ha: 



'=«j(«+%'-(/"+i7('-f«f))^'|-(a^'+&y'+^-')(«y+^(*y+c^)) 



XIV. 



Terzo tàstemA 



Sia la (XI, 4) identicamente soddis&tta, e i coefficienti 
delle derirafe parziali di F nelle (XI, 2, 3) siano fra loro 
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proporzienali. Dalla prima identità si deduce che le derivate 
seconde ài k ek' rapporto a y e z sono nalle, e inoltre: 

«+2/3=«'+2^'=o . . . <l) ; 7,-^,«/,=.y'j=o . . . <2), 
Intanto si può porre: 

La proporzionalità dei coefficienti delle (XI, 2, 3) dà 
anzitutto: 

C (A) — 2 A (n) C <ik') — 2 A (n') 



n n 



da cui si trae: 



d^k dk' d'K dk d^k die' d^k' dk 



dxdydy dxdydy ' dxdzdz dxdzdz ' 
d^k dk' , dHi dk' _ d^k' ^* d^k' dk 



dxdydz dxdzdy dxdy dz ^^ dxdz dy ' 

Sostituendo le espressioni ài k e k' nella prima e nella 
seconda, se ne deduce: 



?i (x):=c(p(x) , H^^^^iK^) • • • (5). 

Quindi la terza diviene: 

(C-C) (^' (or) «p (a;) - f{x) 4-' (0?))-= o (6). 

Quindi c=c, oppure 9=*»Cj <p; consideriamo da prima 



il primo caso; allora si ha dalle (II, Il ): --^ =0, 

quindi k'=kC'\'C^: ponendo uguali a zero i coefficienti 
di y e z eà ì\ termine indipeadente da queste variabili 
dell'una o dell'altra delle (li, 11 ), si ha facilmente colla 
integrazione: i 

aco^(h^\)y^cz+ a 1 
«= ' — i • — - , ^ =^ (a4-6*) . . (7) 

Nel caso in cui si abbia y = Cj 4' àaììe ( II, 1 1 ) sì 
rileva, ponendo uguali a zero i coefficienti dì y , z ed il 
termine noto, che deve essere c=^c^ ; infatti i coefficienti 
dì y e z nella prima danno resp. 






quindi si vede che questo caso rientra nel precedente. 

Le (1) , (2) avuto riguardo alle (7) danno luogo, alle 
(XII, 5, 6), ed anche alle seguenti: 









La (8) prendendovi per variabili v> , y , z diviene: 
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Qirincli': 



'— »w+(4^' ""> 



dove è 



E sostituendo nella (XII, 6): 

r = ^±I„(«)__lÌPi^. . . .(12). 

E facile vedere che i valori (10) , (12) non possono 

soddisfare alla (9) a meno che a? non sia una costante C. 
Le espressioni così trovate per k , k' , l , T riducono 

completo il sistema (IX, 5, 6; XI, 2), prendendo per (i, v 

le espressioni date nel §. XII (10), ponendo 

Q 

ed operando come alla fine dei §§. XII. e XIII. avremo 
oltre le (III, 13, 14, 15), per terzo . integrale : 

* • • • 

ossia: 



^ (,'^"^)* + [(«•^'+(*+ l)y'+^0('«+m)-(«+y+(^a.' J=y^ 
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e la seconda condizione per le forze sarà: 

XV. 

Quarto Sistema. 

Siano infine i coefficienti delle derivate parziali di F 
nelle (XI, 2, 3, 4) proporzionali fra loro. La propor- 
zionalità dei detti coefficienti nelle ( XI, 2, 4), supposta 
anche nel § XIII, dà luogo alle equazioni (XIII^ 1-3, 
7-12, 14-17). La proporzionalità dei coefficienti nelle 
( XI, 3, 4 ) dà ora luogo alla unica equazione: 

dk ^dk\ld'-k ^^ d^k^^ i 2 ^' ^ 
dy dz)\dy^ ^ "^ dz^ ' dydz 

=2JA.^«* +A,^.«+(^A,+ ^, A, j«.j . . . (1) 

avendo A| e Ag lo stesso significato che nel § XIII. 

Uguagliando fra loro i coefficienti di w*et?* nella (1) 
si ha: ' 



d^h d_/ dk dk\ dPk d^/ dk dk\ 

dy^ dy\ dy dz) dz^ dz\ dy dz } 

~dk^ ^_h— ' ^^ ^ h^ 

dy dy dz dz dy dz 

Integrando, e indicando con (p^ e (pj funzioni arbitrarie: 

dk , J dk ,dft\' dk ( dk .dky 



17B 



donde: 



Sy A* - dz A* ^"^f 



dove: 



A ^CTiCa?,?) — &7,(x,y). 



Sostituendo qnesU Talorì nelle (XUI, 6, 9), si deduce: 



onde: 



f 
dove sarà pure: 

ir (x) = «J> (a?) == o , 

affiochà i secondi membri delle (2) possano essere deri- 
vate d'nna stessa funzione^ ed affinchè la (XIII, 10) sìa 
identicamente soddis&tta. 

In nltimo per soddisfare alle (II, n)sea,i|C,^ 
sona costanti, è, come nel § XIY: 

ax + (b + l)y + C2 + d 

K = ; — " . 

Per le (XIII, 11 ) si ha donqne: 
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da cui e dalla (Xlil, 12) si ottiene: 

onde la (XIII, 12) diviene: 

di adi , (b+\)l + cr ^^. 

ax e az x-f-m ^ ^ 

ossia per la ( XIII, 17 ), prendeadovi per variabili indi» 
pendenti ^ ^y ^z in luogo di x\y ^ z: 

di e cu (co) 



dz w — 6y — cz-^-am w — 6y — cz-^-am' 

Integrando, e indicaDdo con (p una funzioue arbitraria 
si ha: 

« — by — cZ'\'am ' 

o più particolarmente per soddisfare alla (5): 

^_ 7r(a))(fey + C^)+/'ra)) 
** — ^ — cz -\' ani 

Una condizione per le forze e due integrali sono le 
(III, 13, 14, 15). La seconda condizione è: 

a \ (a? +m)Y— ^aa7+(6+l)y + c^+^)x|==7r(a))(6y+(?^)+/-(a)). 
Il sistema ( IX, 5, 6; XI, 2 ) si verifica ora completo. 



^ 
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ed ha le tre soluzioni della equazione: 



dF . dF , , ,dF t ,\ . ^, .)dF 



dt '^ d 



Ot) 



avendo posto, oltre le (XII, 10) anche: 

9 

Il terzo integrale è adunque: 

/;r(w)cd4-/'(w) 



Dott. Giovanni Pennacchietti. 
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ESTRATTO DELLA DISSERTAZIONE DI, LAUREA 



DI 



. ,. ■ . 



LUIGI BIANCHI 



Alme Ma L Sciolt 1. 1 



In questo lavoro espongo alcuni resultati che io' detti 
nella tesi da me presentata per la laurea alla R. Uni-' 
versità di Pisa. I primi di questi risultati sono relativi 
alla deformazione di alcune classi di superficie di rivolu- 
zione, di superficie elicoidali e di iiueUe che hanno un 
sistema di liuee di curvatura in piani paralleli. Gli ultimi* 
riguardano un problema che in un caso - particolare fu 
studiato dal Codazzi, e il metodo che espongo per la riso-' 
lazione di esso, viene applicato allo studio di particolari 
deformazioni delle superficie moulures del Monge e delle 
superficie di rivoluzione. 

Sopra due classi di superficie gobbe. 

1 . — Sia una curva gobba C e consideriamo là superficie 

gobba generata da una retta, che si appoggia alla curva 

S- N. Lib. IV. 13 
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normalmente alla normale principale, facendo un angolo 
costante 9 colla curva stessa. Indichiamo con x , y , z ìe 
coordinate correnti di un punto della curva C espresse per 
Tarco u della curva slessa; indichiamo poi rispettivamente 
eoa » 9^ fY } C 9 n t ì; y^ t (A , y ì coseni di direzione 
della tangente, della norinale principale e della binormale 
con R , T 1 raggi di prima e seconda curvatura. Chia- 
miamo poi X , Y y Z le coordinate correnti di un punto della 
superficie gobba gener'ata è con t) la lunghezza variabile di 
generatrice, contata a partire dalla Curva C. Si vedrà 
£su)ilmente che X ^ Y , Z sono date dalle for^nule seguenti: 

X = a? + ^ ( cos fl cos a + sen 8 cos > ) 

Y »=» y -|" ^^ ( ^os 9 cos /3 -f- sen cos fx ) 
Z = ^ -J* ^ ( c^s 9 cos y -f- sen 9 cos v ) 

Derivando ed avendo riguardo a note formule ( V. Ser- 
ret. Calcul. Ditferentiel. §. 274 ) si otterrà: 



'. , /cos9 , sen9\ ^ c?X ^ , /» ^ 

«=»cosa+^l ~D — I — TfT jcos? , — =cos 9 cos flt-f-sen 9 cos a 

/cose , sen9\ dY 

==cosp + vi -T^ — I — TfT- 1 cos>3 , -T- =cos 9 cos jS-}*sen 9 cos fi 



rfX /cos 9 . sen9\ . dX. 

du 

dY 

du 

di , /cos9 , sen9\ dZ 

■ -"■ cosy +^l "1^ — I — m- jcosc , — «=cos 9 cos -/-|-sen 9 cos v 



quindi r elemento lineare c?5 della supei'fioie in considera- 
zione sarà dato dalla formula: 
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Ma questo elemento lineare non varia ftnchò 9 e 

cose , seiiO , . . ,. . . j. . .1 

-^■4 — Fp-restano invariati; possiamo quindi enunciare il 

teorema : « Se si hanno due curve C , C e per ciascuna di 
esse si considera la superficie gobba generata da una retta, 
che si appoggia alla curva normalmente alla normale prin- 
cipale e fa un angolo costante colla curva, le due super- 
ficie generate saranno applicabili 1' una sull' altra, quando 
fra i raggi R , T di prinia e seconda curvatura dì C e 
quelli R' y T' di C abbia luogo la relazione 

cos 9 senÉ^ cos 9 , sen9 
(1) "Rr"^~T^"^~R/""^"T^* 

Evidentemente data la curva C e fissati conseguente- 
mente R ; T vi sono infinite curve C, che soddisfano la 
condizione (1), e quindi la* nostra superficie S, generata nel 
modo suddetto colla curva C, pud in infiniti modi defor- 
marsi in altre superficie generate n«llo stesso modo rispetto 
alle trasformate di C. 

IT 

Se nel teorema precedente si suppone e=o> si avrà un 

noto teorema sulle superficie delle binormali delle curve 
gobbe . 

Fra le infinite trasformate C della curva primitiva C 
figurerà una curva piana, il cui raggio di curvatura R' 
sarà dato dalla formula : . 

1 1 , tangS 



K R 



Per es. se la curva C è un'elica circolare, la trasfor- 
mata piana è un cerchio; quindi « La superficie della classe 
considerata, avente a direttrice un'elica circolare, à appli- 
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cabile suir iperboloide dì rivoluzione ad una falda ». Quan- 
. do si osservi che nel caso dell' elica circolare la superficie 
generata è un elicoide, il teorema precedente si potrà 
enunciare sotto una forma già conosciuta ( v. per es. Bour 
Tbéorie de la déformation dea surfaces §. 30, Journal de 
rÉeole. Polytechniqne 1862 ) . 

IT 

2— Quando S=-7 la somma delle due curvature non 

varia nei punti corrispondenti delle successive deformate ; 
osserviamo inoltre che in tal caso si può soddisfare alla (1) 
prendendo : 

R'=:T , T'=.R 

sicché possiamo dire € Se due curve C , C sono tali che il 
raggio di 1.* curvatura di una qualunque di esse sia eguale 
al raggio di 2.* curvatura dell' altra, le superficie gobbe 
generate per ciascuna di esseda una retta, che appoggian- 
dosi alla curva biseca Tangolo della tangente e della binor- 
male sono applicabili Tuna sulP altra >. 

Evvi una classe di curve per le quali il teorema enun- 
ciato acquista un significato degno di considerazione. 

È noto che, se si considera la curva Cq luogo dei centri 
delle sfere osculatrici di C e si indicano rispettivamente 
con Wq , Rq , Tq r arco ed i raggi di 1 .* e 2.* curvatura di 
Cg si hanno le formule < Serret. Cai. Dif. §. 292 ) 



du, 








dyU^ du dUf, du 
Tq .K ' Rg 



Quando fra R , T abbia luogo la relazione dijSerenziale: 
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« Ì^Mh--^ 



si avrà : 



T0=R , Ro=T 



e però il teorema enunciato dà luogo al seguente « Se dai ^ 
vari punti di una curva gobba C, i cui raggi di curvatura ' 
soddisfano la (2), si conducono le bisettrici dell'angolo della • 
tangente e della binormale la superficie generata è appli- 
cabile su quella generata nello stesso modo colla curva 
luogo dei centri delle sfere osculatrici >. 

È anche da osservare che in tal caso (V. Serret 1. e. ) 
le generatrici corrispondenti delle due superficie sono pa- 
rallele. 

3. — Da ogni punto di una curva gobba C oondacialmo 
una retta normale alla curva e inclinata di un angolo : 
costante sulla normale principale e cerchiamo V elemento 
lineare ds della superficie gobba cosi generata. Facendo 
uso delle stesse notazioni precedentemente usate, avremo: 

X=a7-j-^(cos fl cos ? -}■ ^° ® ^^ X - 
Y=y-|-t;(cos 9 cos u -f- sen cos (x 

■ 

!&=z+»(cos ff cos e -f- sen 9 cos v), 

dove 9 indica l'angolo costante delle generatrici della 
superficie colla normale principale di C. Derivando :ed } 
avendo riguardo alle formule del Serret si troverà subito. » 

, . l /, t?C086\* . t>* ) - - . , ^ 
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OsKTraodo die questo eleimeDio lineare non Tana 
finchd T a -p-feslano ioTarìatiy si ha subito il seguente 

feorema «Se » hanno due corre C , C aventi la stessa 
torsioDe, e tali di più che il rapporto deìle loro prime cor- 
Tatore sia una costante, le due soperfi-ìe g^ bbe, generata 
per dascona di esse da ona re:ta che, appoggiandosi ^lla 
cnnra ncmnalmente alla corra stessa, la colla normale 
prìndpala nn angolo costante per C e on angolo por 
eottante 0' per C, saranno app]-cib!li Tona soli* altra, 
quando 0^0' siano legati dalla relazione 



(3) 



cos6' R' 



Possiamo quindi dire che, data una superficie S gene- 
rata nel modo del teorema con una curva C, se ne può 
ottenere un numero infinito applicabili su di essa cooser- 
Tando in ciascun punto alla curva G iuvariata la sua tor- 
dona, e variando in dato rapporto la sua prima cur- 
Tatura. 

Se supponiamo dati ed R possiamo dare a 0' qualun- 
que valore , escluso r^ ed allora dalla (3) si ha il valore 

conveniente di R'; in particolare possiamo prendere 0'==^ 
e allora la superficie deformata ò quella delle normali prin- 
dpali della trasformata di C. 

Se la curva C è un' elica cilindrica le sue trasformate 
( nel senso del teorema, sono altrettante eliche ciliudriche 
a i cilindri, su cui esse sono traedate, sono tutti della 
stessa natura. Più particolarmente, se C è un elica circo- 
lare tutte le sue trasformate sono eliche circolari e fra 
queste ve ne ha una per la quale 6'=^, e siccome la su- 
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perfide delle normali principali di un'elica cireplare è uiv 
elicoide gobbo ad area minima possiamo enunciare il teo- 
rema « Una retta che si appoggia normalmente ad un'elica 
« circolare e fa un angolo costante colla normale principale 
« genera una superficie applicabile suU' elicoide gobbo ad 
« area minima ». 

Questo teorema era già noto (Bini, Annali di Tortolitii 
Tomo VII; 1864, pag. 33 ); ma come caso particolare del 
teorema generale dimostrato possiamo per es. enunciare 
anche il seguente «Una retta che si appoggia normalmente 
€ ad un^ elìca cilindro-conica e fa un angolo, costante colla 
< normale principale genera una superficie applicabile sulla 
« superficie delle normali principali di un'idtra elica cilin« 
€ dro conica > . 

Sulle superficie di rivoluzioue. 

4. — Dimostrerò qui un teorema che non so se sia 
conosciuto sotto la forma generale seguente: « Se nel- 
V espressione dell' elemento lineare di una superficie 
(4) ds^=^Edu^+2FdudV'^Gdv^ì coefficienti E , F , O 
sono funzioni di una sola delle variabili, la superficie è 
applicabile sopra una superficie di rivoluzione e le linee 
corrispondenti a quella variabile sono le trasformate dei ' 
paralleli >. Supponiamo per es. che E , F, G siano funzioni 
solo di u e cambiamo nell' elemento lineare le lìnee v pren- 
dendo a lìnee coordinate le u e le loro traiettorie ortogo- 
nali ^ Dovremo considerare v come funzione di ti , /, con 
che r elemento lineare (4) assumerà la forma: 



) *'-H+<+«(s)1"»'+4:KpS !*'"+«(^-f)'''. 
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e dovremo porre: 

(6) F+G^°-, 

I 

Quest' equazione per la supposizione fatta si riduce 
subito alle quadrature e dà 






avendo scelto kt per la funzione arbitraria di i proveniente 
dall'integrazione, k essendo una costante. Avendo riguardo 
alla (6) ed air altra: 

dv , 

■77=/: 
dt 

r elemento lineare (5) si trasformerà nel seguente: 

EG— F* 
ds^^—^^du^+k^Gdt^, 

che per essere E , F , Q funzioni solo di u appartiene ad 
una superficie di rivoluzione, di cui le linee w=cost. sono 
i paralleli. Il teorema è così dimostrato. 
" Come conseguenza immediata del ieorema precedente 
possiamo notare che: 

« Se nell'elemento lineare (4) i coefficienti E , F , G 
« sono funzioni di u-\-v la superficie sarà applicabile sopra 
« una superficie di rivoluzione e le linee U'\-v cost. saranno 
■k le trasformate dei paralleli >. Per convincersi di ciò basta 
cambiare le linee u v ponendo w-f"^=^> ^^^ ^^^ l'ele- 
mento lineare assume la forma richiesta dal teorema. 
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Come caso speciale di quest' ultima proprietài se F»"0 , 
r elemento lineare assume la forma 

che già il Prof. Di ni aveva dimostrato essere esclusiva 
alle superficie di rivolliziorie (Giornale di Napoli; Anno 
1865, pag. 253). 

5. — Sulla superficie di rivoluzione generata da una 
cicloide che ruòta intorno alla sua tangente al vertice. 

Dal teorema di Weingarten sulle evolute delle super- 
ficie per le quali un raggio di curvatura ò funzione del- 
l' altro si può dedurre una proprietà della superficie sopra 
citata . ^ 

Consideriamo la superficie di rivoluzione generata da 
una cicloide che ruota intorno alla sua base: da una nota 
proprietà di questa curva risulta che il raggio di curvatura 
relativo al meridiano è doppio di quello relativo al paral- 
lelo; per conseguenza se si hanno due di tali superficie 
generate da due cicloidi qualunque le loro evolute sono, per 
il teorema di Weingarten, applicabili Tuna sull'altra. Ma 
dalle proprietà della cicloide risulta che V evoluta di una 
superficie della classe suddetta è una superficie di rivolu- 
zione generata dal ruotare di una cicloide intorno alla sua 
tangente al vertice; possiamo quindi enunciare il teorema: 

« Le superficie di rivoluzione generate dal ruotare di 
€ ciclodi qualunque intorno alle resp^ftìve tangenti ai vertici 
« sono tutte applicabili l' una sull'altra ». 

Questa curiosa proprietà della cicloide pud anche dimo- 
strarsi, indipendentemente dal teorema di Weingarten, nel 
modo seguente che ci mostra di più in qual modo due di 
queste superficie si possono distendere Y una suU' altra . 
Prendiamo una cicloide qualunque e situiamo l' origine 
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degli archi u al vertice del raiDO di cicloide che si consi- 
dera; indicando con a il raggio del cerchio generatore e 
con r il raggio del parallelo della superficie geaerata dal 
ruotare della cicloide intorno alla tangente al vertice^ 
avremo 

(7) u^ ZV2^, 

quindi T elemento lineare della superficie di rivoluziona 
generata sarà dato da 

(8a) 

V 

che ponendo tt^'^^^ì > w rènde indipendente da a. Si vede 

quindi subito la verità della proprietà enunciata . Riguardo 
poi al modo con cui due delle superficie di rivoluzione del 
teorema si applicano T una suir altra, è da osservarsi che, 
siccome la (7) non vale <^*he per ij primo ramo della cicloide, 
così quelle due superficie si applicano solo a pezzi V una 
sull'altra, cioè la parte della prima generala da un ramo 
della sua cicloide si applica sulla parte della secQoda gene* 
rata pure da un ramo della sua cicloide. Uno qualunque 
poi di questi due pezzi non può coprire interamente Tallro, 
né esserne interamente coperto. Ma se a , h sono i rispet- 
tivi dei cerchi generatori delle due cicloidi ed a > 6 è 
sovrabbondante nel primo pezzo la parte di superficie com- 
presa fra i paralleli w=4a , u=46 e la parte simmetrica 

< 

(*) Da questa forma dell'elemento lineare, si vede che la curvatura 
geodetica dei paralleli varia in ragione inversa dell'arco del meridiano 
e la curvatura della superficie in ragione inversa del quadrato di 
queste arco. 
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neir altra metà del ramo^ parti le cui aree riunite danno: 

32 IT 

-o — (a* — 6^), e nel secondo pezzo è sovrabbondante la 

parte di superficie compresa fra dne meridiane i cui piani 

gir 
formano fra loro un angolo eguale ad — (a — b), parte 

la cui area è data da: -^ — (a— 6). 

Osserverò da ultimo che, essendo la costruzione dei 
profili derivati di una moulure^ che si deforma conser- 
vando te siie linee di curvatura, identica a quella dei profili 
derivati di una superficie di rivoluzione potremo generaliz- 
zare il teorema trovato dicendo « Se agli assi di due 
superficie di rivoluzione generate dal ruotare di cicloidi 
qualun(jfU6 intorno alle rispettive tangenti ai vertici si 
fanno percorrere due cilindri convenientemente dipendenti 
r uno dall' altro le moulures inviluppi saranno pure appli- 
cabili runa suir altra » In particolare se uno dei cilindri 
è circolare retto anche l'altro è circolare retto, quindi: 
< La superficie di rivoluzione generata da una cicloide che 
ruota intorno ad una parallela alla sua tangente al vertice 
(ossia alla sua base) è applicabile sopra altre infinite 
superficie di rivoluzione generate nello stesso modo da altre 
cicloidi » La condizione di applicabilità di dne qualunque 
di queste superficie di rivoluzione è data dalla formula : 

ad=bd', 

ove a , b indicano i rispettivi raggi dei cerchi generatori 
delle cicloidi q d , d' le distanze degli assi di rivoluzione 
delle rispettive tangenti ai vertici, intendendo che queste 
distanze siano contate positivamente o negativamente se- 
condo che la parallela alla tangente al vertice ò situata 
dalla stessa banda della cicloide o dalla banda opposta. 
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5. &tf — Sopra una proprietà della trattrice. 

Una curva piana C, descritta nel piano coordinato zy, 
81 muova nello spazio in modo che il suo piano resti paral- 
lelo a sé stesso, mentre on determinato punto dell' asse y 
descrive una curva C' tracciata nel piano xy. Sia v V arco 
di C contato a partire da nn punto fisso e medesimamente 
u V arco di C e cerchiamo 1' elemento lineare della su- 
perficie S generata da C nel suo moto, prendendo a linee 
coordinate ìeuv. Sia y=^j dove V è funzione della sola 
t> l'equazione di C nel suo piano ed y=U, dove U è fun- 
zione solo di Uj l'equazione di G' nel suo piano; le coordi- 
nate correnti x ^y ^z di un punto di S saranno date dalle 
formule: 

(«) x^jWr-ir^du , y=U+V , Z=fVT—V*dv. 

Di qui si trae: 

Ora 80 U'V è funzione di u-|-^ '^ superficie S sarà 
applicabile sopra una superficie di rivoluzione ( N.^ 4 ) e le 
linee u-^v saranno le trasformate dei paralleli. Perchè 
la : condizione precedente sia soddisfatta, occorre che si 
abbia : 

U"V'=U'V", 



ossia: 



u" \r 
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dove a è una costante, quindi integrando: 

dove B , B' sono costanti arbitrarie. È facile poi vedere 
che, senza alterare la generalttà della superficie S, pos« 
siamo prendere: 



av 



si può quindi enunciare il teorema « Se il piano di una 
« trattrice sì muove parallelamente a sé stesso ed in modo 
« che un punto fisso di esso percorra una trattrice eguale 
€ situata 4n un piano perpendicolare a quello della trattrice 
€ mobile, quest'ultima curva genera una superficie applica- 
« bile sopra una superficie di rivoluzione ». 

Ponendo in (|3) per U , V i loro valori (y) si ha per 
r elemento lineare della superficie considerata la formula: 

Se si cambiano le linee coordinate ti , v ponendo 
si trova: 



e ciò mostra che sulla supei^ficie considerata le linee 
w-|-r=cost. sono le trasformate dei paralleli eie w — t?6*«cost. 
le trasformate dei meridiani . 

Per determinare poi la curva meridiana z=f(r) della 
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superficie di rivoluzione, tanto nel caso in cui si prendano 
i segai superiori quanto in quello in cui si preudauo gli 
inferiori, si trova Tequazìoue differenziale: 

la cui integrazione dipenle dalle funzioni ellittiche. La 
equazione precedente può scriversi: 



(jx dz ya^^2k'' 




(-y' 



dr a V k\a*+2k^) _, I 



ora se invece di qaesta equa,zipDQ si considera, l'altra: 



1_ 

,. dz ' k» 

(0 -771= 



r« 



dr 






questa ci definisce la curva elastica y quindi la meridiana 
{i) della nostra superficie di rivoluzione ha colla curva 
elastica (s) la relazione seguente, che nei punti corrispon- 
denti alla stessa ascissa r per le due curve, le respetti ve 
tangenti fanno alFass^s di rotazione angoli .tali che il pro- 
dotto delle loro tangenti trigonometriche è una costante. 

Se nelle (à) 91 pongono per U , V i loro valori (y) e ^i 
eseguiscono le integrazioni, si frova: 
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X 



=-(V'l— aV»» — setttgh 1/1— aV««J , ^^«««ie*»'' , 
«=- iV\—a^e^'>— setttgh V'i — a««««»] . 

Queste formule ci danno in termini finiti le equazioni 
di due superficie della cla,sse considerata applicabili T una 
sull'altra e sulla superficie di rivoluzione, il cui meridiano 
è la curva {à). L' una superficie si distingue dall'altra pel 
modo con cui la trattrice mobile è situata rispetto alla 
trattrice fissa . 



Elicoidi. 

6. — Nei §§. seguenti faccio alcune applicazioni del 
noto teorema di Bour, ricercando le superficie di rivolu- 
zione applicabili sopra superficie elicoidali speciali; ma 
}Mrima mi è utile il premettere le seguenti considerazioni. 
In un elicoide possiamo considerare la sezione che si ottiene 
tagliandolo con un piano passante per l' asse ovvero con 
un piano perpendicolare all'asse; indicherò la prima col 
nome dì profilo meridiano e la seconda con quello di 
sezione retta. Ora è evidente che, dato il parametro dèi 
moto elicoidale, il profilo meridiano e la sezione retta deb- 
bono essere legati per modo fra loro che dato V uno di 
questi elementi T altro ne consegua. Per trovare quale d 
la relazione accennata supponiamo che ^==f(p) sia l'equa- 
zione del profilo meridiano; allora le coordinate oo yy , z 
dell'elicoide saranno date ( ritenendo le consuete notazioni) 
dalle formule: 

(8) x=p cos w , y=*p cos (a , i<=>n W-j-f^). 
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Se si fa in queste relazioni 2=»o, le coordinale x , y 
della sezione retta saranno date da: 

a;fe=*p cos tu , y ~ p sen w 

ove p è legato con oa dalla equazione 

fwa>+y(p)==o. 

Ora, ae si riferisce la sezione retta ad un sistema di 
coordinate polari R , d, di cui il polo sia l' origine delle 
primitive coordinate e V asse polare sia Tasse delle a;, si 
vedrà subito per le formule precedenti che T equazione in 
coordinate polari R , o) della sezione retta sarà 

me^-— y(R). 

Possiamo dunque enunciare il teorema « Se Tequàzioiid 
in coordinate Cartesiane del profilo meridiano di un eli- 
coide è: ^=^{p)j quella in coordinate polari della sezione 
retta dell' elicoide . stesso sarà: m9^= — ?(R) * Viceversa 
« Se la sezione retta ha per equazione 6=«/ì[R) quella del 
profilo meridiano sarà 2=^ — ^^Ap) * • 

. Per es. la sezione retta di un elicoide gobbo a diret- 
trice rettilinea è una spirale di Archimede, quella di un 
elicoide, il cui profilo meridiano è un ipèrbola equilatera 
avente V asse per assintoto, è una spirale iperbolica ec. 

. 7. — Ricordiamo che T elemento lineare dell' elicoide 
(8) è dato dalla formula 
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quando si riferisca alle eliche p ed alle loro traiettorie 
ortogonali / , k essendo una eostante arbitraria e che quindi 
V equazione 2:»»^ (r) della meridiana della superficie di 
rivoluzione applicabile sovra di esso è data dairequazioiie 
differenziale: 



Supponiamo che la sezione retta del nostro elicoide sia la 
spirale logaritmica. 

e=a log R ; 

il profilo meridiano sarà allora ( N.^ 6 ) la curva loga- 
ritmica 



3^=«" — am log p 



e la (9) diverrà: 



r* a* m* 



che prendendo k=l si integra immediatamente e dà 

z=fp(r)=mya*^ 1 sett cosh - 
cioè 



j. ^ 
r=tn cos n- 



S. X. Lib. IV. 14 
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Qaesta curva deriva dàlia catenaria come l' ellisse 
dal cerchio^ accorciando le sue ordinate in un rapporto 
idostante. Invece la superficie di rivoluzione la cui meri- 
diana ò la curva 

r=b cos h— 
a 

ove bya è applicabile sull' iperboloide di rivoluzione ad 
una falda (V. Dini, Annali di Tortolini Tomo VII. p. 42) 
ossia suir elicoide gobbo a direttrice rettilinea , la cui 
sezione retta è una spirale di Archimede. Possiamo quin- 
di dire . « La superficie di rivoluzione^ il cui meridiano 
< ò la curva 

r=b cos h— 
a 

€ è applicabile sopra un elicoide^ la cui sezione retta è una 
€ spirale logaritmica o una spirale di Archimede col polo 
€ sull'asse, secondo che b è minore o maggiore di a ». 

Nel caso di b=a la superficie di rivoluzione è Talis- 
soide e la sezione retta dell' elicoide è una retta, che sega 
r asse. Questa retta serve cosi di passaggio dalla forma 
della spirale logaritmica a quella della spirale di Ar- 
chimede . 

8. — Consideriamo Y elicoide la cui sezione retta è una 
circonferenza di raggio a segante V asse; 1' equazione di 
questa curva in coordinate polari è: 

R=a cos 9 

e quindi quella del profilo meridiano sarà: 



2s=y(p)= — ni are cos-^ 
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La (9) diverrà quindi nel nostro caso: 



fA ij^a 



f/7rr;::iTTr-r*-l+fV) 



se 8Ì prende A;=l si avrà: 

Introducendo le funzioni ellittiche questa quadratura si 
eseguisce subito e si trova: 

r:=msn[ ±— z+c , 

Possiamo disporre della costante e in modo da far 
sparire V immaginario ed ottenere un semplice risultato. Se 
prendiamo infatti o^K, essendo =4K il periodo reale di 



n [zy .y ' -]f avremo per note formule: 



\ am Va^ + m^/ 



e servendosi delle trasformazioni complementarie delle fun* 
adoni ellittiche si trova 



m 
(10) r= ,^, 

dn I ^^' + < > , --,.=L==^ 
am r a* -j- ^*> 
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La equazione precedente può porsi «otto altra forma; è 
evidente infatti che all' argomento della funzione ellittica 
che vi comparisce possiamo aggiungere una costante qua* 
lunque, ciò equivalendo soltanto ad uno spostamento del- 
Torigine delle coordinate lungo l'asse z. Se si ^iggiunge K, 

essendo 2K il periodo reale di dnl z, ^ =2 ) e si ap- 

plica la formula dniz-^K , k)=xz-^r— — -- 
^ì avrà: 



(11) r=^a« + m«c/wi > 1/-7-T- « 

^ ' \ am K a* 4- ^ > 

Possiamo quindi dire « L'elicoide, la cui sezione retti. 
à tina circonferenza di raggio a segante l'aese, è appli- 
cabile sulla superficie di rivoluzione il cui meridiano è la 
ctarva (11) ». 

Se il raggio a della sezione retta dell'elicoide diviene 
infinito, l'elicoide diviene l'ordinario gobbo adiir^a minima 
e la curva (10) diviene: 



m , z 

=^mcosn- 



(^>ì 



dn 



cioè la catenaria comune e si ritrova un noto risultato. È 
focile vedere la ragione per cui dalla (11) non si pud 
ottenere la stessa riprova; la costarne K, che serve per 
passare dalla (10) alla (11) diverrebbe in questo caso in- 
finita . 

Dalle note proprietà delle funzioni ellittiche risulta 
che il raggio del parallelo della superficie di rivoluzione 
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trovata varia fra m e Va^ + m* . e la curva meridiana 
dopo essersi recata dall' estremità di un raggio eguale ad 
m a quella di un altro raggio pure eguafla ad m e sus- 
seguente al primo si riproduce periodicamente estendendosi 
all'infinito neir un senso e nell'altro dell'asse z. Inoltre 
in ogni passaggio dall' estremità di un raggio eguale 
a : Va^ -f«m* al minimo susseguente eguale ad m ha un 
punto di flesso essendo concava verso l'asse z nella prima 
parte del suo cammino e convessa nella rimanente. 

Osserviamo da ultimo che l'area compresa fra due 
raggi minimi successivi^ T asse z e la. curva è dati ' da 
Tram. Nel caso di a=m quest'area è eguale a quella 
della sezione retta dell'elicoide, il cui profilo meridiano è 

allora la curva sinusoidale p=m cos - ; il modulo della 

funzione ellittica che compare nelle formule (10) (11) è 

allora tt^ . 

9. — Consideriamo V elicoide la cui sezione retta è 
una lemniscata di BernouUi: 

R«=a2cos2 9 



col nodo suir asse. Il profilo meridiano di questo elicoide 
sarà la curva 



m p^ 

Z = cT^C COS-^ 

2 a* 



da cui: 
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La (9), prendendovi fc=l , dà qnindi nel nostro caso: 

*-' I . .m«(r«--fn«) 



da cui: 



Questa quadratura, quando si ponga r* — m'=»y, è 
subito ridotta alle funzioni ellittiche e colle formule di 
questa teoria si troverà facilmente per equazione del me- 
ridiano della superficie di rivoluzione applicabile suir eli- 
coide considerato. 



(12) r=- rnVa^+m* 



è 

Il raggio del parallelo della superficie di rivoluzione 
trovata varia fra m e |^a*-}-m* e la curva meridiana si 
comporta come quella del numero precedente — La (12) 
▼iene a contenere solo un seno circolare quando m^=^. »e 
poi si fa crescere a air infinito si riduce alle funzioni iper- 
boliche e si ha: 



VI ♦^ tJ^ 

=a — ======r==m cos n- 



/l-.n«(ll) /l-tangA*l 



m 



La superficie di rivoluzione è allora Talissoide e T eli- 
coide diviene 1' ordinario gobbo ad area minima. 
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10. — Per ultimo esempio considero T elicoide la cui 
sezione retta è una spirale iperbolica: il suo profilo meri- 
diano sarà un iperbola equilatera avente T asse per assin- 
totq. L'equazione del profilo meridiano sarà quindi: 



a« 



da cui 



a^ 



9'(P)=— p 



La ' (9) diverrà quindi nel nostro caso 
e prendendo A=l si otterrà: 



J r* — w* 



ed es^^endo la quadratura: 



5:«4» log jmr+l^w«(r*— »»*)+«* i "^ 2m *^*^ 



i- 



2a*m 



r[mr-\-ym\r*—ni*)-^a*] -|- m^a*—tn*) 



Nel caso dì m»<a U corra m^idìaoa trovata n riduca 
assai semplice; essa è la segoeate 



— 202 — 



r=y^« 



9% 



Noterò da Bltimo ehe m nella (13) si sappone h^yl -^ 

ed inoltre m , a legati dalla relazione m*=2a* si ottiene 
per equazione della curva meridiana 



m ry2—m 

' 11. — Ciò che segue non è relativo alla deformazioDe 
degli elicoidi, sìbbene ad ud nuovo modo eoa cui queste 
superficie possono generarsi e per il quale vengono in certa 
guisa a collegarsi colla mouluré$ e colle canali. 

Sia data una curva gobba C ed una curva piana C 
ambedue arbitrarie; un punto del piano di C percorra la 
curva C, mentre il piano resta costantemente normale della 
C stessa, ed una retta fissa nel p^ano di C e segante C fa 
un angolo costante colla normale principale di quest' ulti- 
ma curva — Si genera cosi una superficie» che è nello 
stesso tempo una generalizzazione delle superficie canali e 
di quelle moulures. Chiamerò la curva C direttrice e la C 
generatrice della superficie cons derata. 

Ricerchiamo ora l'elemento lineare di questa superficie; 
a variabile v prenderò V arco della C, rispetto alla quale 
poi riterrò le altre denominazioni usate ai numeri 1, 2. 
Riferendo la curva C ad un sistema di coordinate polari 
p , u liei suo piano, di cui il polo sia nel punto del piano di 
C che percorre C e Tasse polare la normale pi'incipale di 
C, prenderò a nuova variabile la u. Sé con X , Y , Z indi- 
cbiamo le coordinate correnti di un punto della superficie 
generata, sarà facile vedere ehe si ha: 
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. (14) X«»=»a?*f p(coB { C08 u4*cos ^- sea m) > 
Y=^y4*K^^'^^sti+cos/i senti) , Z^ar-f-K^os^cosw-f cogvgestt) 

Di qui, avendo riguardo alle ioraxiile di S€irret già 
dtftla, si triste : . : ., . 

' — =p(cos ti cos /— sen w cos |) +-~-cos w cos f-f-sett t^ cos ). ) , 



rfY 



dZ 
du 
dZ 



rfX /. "pcosw\ ccosM ^ esenti 

_=K5os ari — ^-^p 1 -" ^-ip cos l -f *-~7jr- co8{ 

=p ( cos u cos /ut — sen w cos >3 1 +-7^ I cos u cos n-f-3ei\ u cos, /i 1 , 

^ «/ 1 p cos m\ p cos ti , p sen ti 
^==cos p( 1 ^ 1 ——if- cosfx-f^— ^ cos w 

=f( costicos V— ^sen ti cos « ì -|-^- 1 cos ti cos ?-f-scn ttcoarv ), 



/, pcosu\ penati . psent^ 

cos y[ '^——j^ J— — ?jr-cos i/-f '— ^co^ e. 

Ed ora con queste formule si troverà per l' elemento 
lineare cercato. 

(15)*--|p'+(^)>«'-4^«<^.+|(.-ff^)'4ì*'- 

Qrà^ se si suppone R , T costanti, i coefficienti df que- 
sto elemenlo lineare saranno funzioni delle sole ti, quindi 
(¥;*N^.®:4) la finpei^ie sarà applicabile sopra una $u{^rfi€Ji$ 
di rìvoluzione e ìé linee^ saraatio le trài$f(^rmate dei p^ral* 
kBli; Questo risultato coincide con quello di Bour, poichà le 
superficie della classe considerata, aventi a dir^Urice un 
elica circolare, sono precisamente le superficie elicoidali e 
1« linee ti«*«<06f «onò le eliche. 



— 204 — 

12. '— Qaantanqtie noa sia difficile convincersi di ciò 
geometricamente, credo .bene darne qui una dimostrazione 
analitica, provando che se C è un' elica circolare le linee 
fi«MX)St sono altrettante eliche dello stesso passo dell'eli- 
ca G e descritte su cilindri concentrici a quello su cui è 
descritta la stessa. 

Siano 

X'=^a cosf y^^a seii 9 2^==*a f coti 

le coordinate di un punto di C. Avremo (Serret Cai. 
Dif. §. 300) 



cos |«=»— cos f , C08 Yì'=^ — sen f , cos e "=*o 
QosXsa — cos f sen 9 , cos ft=*<50s i cos p , cosv=« — sent 

Le (14) diverranno quindi in questo caso: 

X<=i»a cos f — p(cos u cos y-|-cos i sen u sen 9 , 
Y— a sen y-|*P(^s i sen u cos y^os u sen 9) , 
Z^»a f cot i — p sen i sen u. 

* • 

•Di qui si ricava: 

X^+ Y*==a«— 2 a p cos t«-|-p'(cos' ti+cos^ t sen» u) 

dtinque le u sono descritte sopra cilindri circolari aventi 
per asse Tasse dell'elica C. Il raggio R del cilindro cor- 
rispondente ad un dato valore di u ò determinato dalla 
relazione: 

» 

• ' r , 

R««rBa*— 2 a p cos ti-f-pX^** w-j^cos» t sen» « ). 
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Se hidichiamo con I Tangolo cbe la curva u^'^coni fa 
coir asse Zy ayremo: 



cosi 






/(f)'+(f) 



ISX. 



2 



e calcolandolo effettivamente si trova: 



a cot i 
cosI = 



VR^ + a« cot^ i ' 



dunque I=cost, per w=cost, e perciò le tt = cost sono eli- 
che. Finalmente se indichiamo conp il passo deir elica C 
e con P quello di t^=cost si ha: 

jp=2 7r a cot i , P= 2 7c R cot I 

e colle formule precedenti si trova subito: Pt=p. Il teo- 
rema è quindi dimostrato. 

13. — Dalla formula (15) ne deduce un'altra, di cui 
in seguito dovrò far uso. Supponiamo nella formula citata 
p==a, essendo a una costante, essa diverrà. j 

* 

Se riduciamo le coordinate ortogonali, cambiando Id' 
linee u, il che si otterrà ponendo: . 



dv 



rat 
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k «sseodo qm costante arbitraria, avremo 

. (16) cfc«=[l— |cM(ft«4-/^ì]'dr«+a«&W, 

che è una forma rimarchevole, cui puè ridursi 1* elemento 
lineare delle superficie canali, quando si riferisca alle linee 
di curvatura, che sono i cerchi r=co$t e le traiettorie 
ortogonali w=co8t (*) . Se R , T sono costanti, si ha 
la superficie canale, la cui direttrice è un* elija circolare. 
Essa, come risulta da ciò che abbiamo dimostrato in gene- 
rale, od anche del ridursi del suo elemento lineare alla 
forma; dsl^^'^^{(»i-\-v)dv^-^b^d(a^, è applicabile sopra una 
superficie di rivoJuzioue. Dalla formula precedente si deduce 
di più (Dini — Giornale di Napoli Anno 1^^65, P.* 65) che, 
nel deformarsi di questa superficie canale in superficie di 
rivoluzione, i suoi cerchi si trasformano in un sistema di 
geodetiche, seganti i paralleli secondo un angolo costante 
lunga ciascuno di queslL Viceversa si può dire che questa 
superficie di rivoluzione gode della proprietà^ che il sud- 
detto sistema di geodetiche può divenire colla deformazione 
della superficie in sistema di linee di curvatura della su- 
perficie deformata. 



(*) Gm ^este fermai» sì trova subito cho tanto raletsento saper- 
ficiale, quanto la curvatura delle saperflcìe canali non dipendono dalla 
torsione T della direttrice, la quale può quindi torcersi con qualunque 
modo, pure conservando in ciascun punto invariata la prima curvatura, 
senza che gli elementi suddetti della superficie canale subiscano alte- 
razione. 
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Snperflefe che hftiuio un sistema di Iliiee ' 
di Gfortiliiira In piani paralleli. 

• • - - » ♦ • 

14. — L'elemento -lineare delle moulures, riferito alle 
linee di curvatura u^ Vy assume la forma: 

(17) ds^=^du^+{\ì-Y)'dv\ 

dove U è funzione solo di w e V di v. Le t?=cost sono i 
profili e le w==cost sono il sistema di linee di curvatura 
in piani paralleli. Ora è noto che, se l'elemento lineare di 
una superficie è posto sotto la forma: 

(18) 4s^^ih^+Gdv^, . 

la curvatura K della superficie e la curvatura geodetica 
— delle linee u sono date dalle formule: 

nQì K _J-^ ^ J_c;|/G 

i'^f) ^= yQ ^^j > p'u^^Vo'd^ 

t 

le quali applicate alla (17) mostrano, che nelle moulures il 
rapporto fra la loro curvatura e la curvatura ^eodpticà 
delle linee u è costante lungo una stessa linea u. Hecipro-t 
camentedico obesi ha il teorema: « Se esiste- sopra una 
« superficie un sistema di lìnee geodeticamente parallelle^ e 
« tali che lungo ciascuna di esse il rapporto fra la 
« curvatura della superficie e la curvatura geodetica della 
« linea stessa non varii, la superficie sarà applicabile sopra 
€ uba moalure e le traiettorie ortogonali di quelle linee 
< saranno le trasformate dei profili. » - ^ ^ 

Prendiamo il sistema di linee accennato a linee n e le 
traiettoriie ortogonali a linee v; siccome le u sono {xaral^ 
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lele gapdeticameDte, Telemeuto lineare riferito alle u v, 
assumerà la forma (18) e, per quello che si è supposto, si 
dovrà avere per le (19): 



d1/G 



du 

dove <f (u) indica una funzione di u; di qui si trae con una 
prima intograzione 

iog^=/f(«)dti4-'f'(f) 

e con una seconda integrazione: 

dove 'p (t?) e X (t?) sono due funzioni arbitrarie di v. Siccome 
poiy senza alterare la natura della superficie^ possiamo fare 
^(t?)=al^ così il teorema è dimostrato. 

15. — Allorquando il rapporto indicato con (f{u) nel 
numero precedente è costante su tutta Testensione della 
superficie, T elemento lineare di questa moulure si può ri- 
durre alla forma : 

(20) ds«=«du«+(<j««^V,)«d©*, 

ciò die mostra il profilo essere in questo caso una trattrice. 

E notevole che sulle moulures, aventi questo profilo, 

si' possono determinare i sistemi isotermi e risolvere quindi 

il problema di rappresentarle sqpra un piano in modo da 
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conservare U similitudine nelle parti infinitesime. Si pud 
infatti trovare un fattore integrante dell' espressione 
differenziale. 



du+i(e<^''—Y^)dv 



I • < 



per mezzo del prodotto di due funzioni, Tunà di u l'altra 
di V. Un tal fattore integrante è dato dalla formula: * 

— au ia I V.rfy. 

Sulle superficie in questione ritroviamo quindi un sistema 
di linee isoterme ol , j3 mediante la formula: 

, .. 1 —au ia I V^dv , . /* % f V^dv, 
a-^tp=» e e ^ ■ -ftj e^ dv, 

che, separando le parti reale ed immaginaria, dà: 

• . . . . * < 

«=*—- ^ cos(a / yidv)^r-^J sen{aj yj^dv)dv 

^^^/ ) 1 — au p i* P 

^=» BQù(aJ V|d«?)+ / cos(aJ y^dv)dv. 



' '» 



Se poniamo per semplicità: 



ay^VjC^^-^V, 



con che l'elemento lineare (20) diverrà: 



d$^=du^ + 1 e ) d^^f 



le (21) daranno: 
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1 *-aw 



-oosV — / ^eaVdv 
/3 ==» e senV-f- / cosVrft; . 

L^elemento lineare della moulijire cousideraU riferito alle 
^ol' /^ tìJTerrà: 

dove per u si intende sostituito il suo valore in funzione di 
a , p .dbe 80 ne otterrebbe d^lle (22). 

16. — Se le mculure$ aventi a profilo una trattrice, 
fossero tutte applicabili sopra superficie di rivoluzione, l'a- 
vere trovato per questa classe di superficie le linee isoterme 
non darebbe nulla di nuovo. Ora esistono effettivamente 
delle moulures di questa classe applicabile sopra delle 
superficie di rivoluzione ( Dini — Giornale di Napoli An- 
no 1865 pag. 70 ); è ben vero che il loro cilindro direttore 
non è arbitrario, ma ciò potrebbe dipenderei dal modo par- 
ticolare coii<5UÌ esse si deforiùano in superficie di rivoluzione, 
essendo che i loro profili vengono a disponsi secondo geo- 
detiche, di cui i paralleli sono traiettorie. Potrebbe quindi 
darsi che le moulures della classe che consideriamo, aventi 
cilindri direttori diversi da queìle trovate dal Prof. Din!, 
fossero suscettibili di deformazioni in diverso modo in su- 
perficie di rivoluzione. Dimostrare che ciò non è, è lo scopo 
del calcolo seguente. 

Prendiamo perciò l'elemento lineare delle moulures 
della classe suddetta: 

ed osserviamo che, se la superficie cui appartiene questo 



— ^511 — 

elemento lineare è aì>plJcabile dòpra mia superficie di' rivo- 
luzione, le linee / lungo le quali 9 tó^iMe là euri^uilt 
della superficie, ovvero nel cftso nostro ^ la curvatura geo- 
detica delle Uj dèbt)dQo essere geodeticamente parallele fra 
loro, (*) Ma si ha: . 



pu re®«~V .' 



potremo dunque porre: 



e«« 



' ' ' " "xr '^tj- ■ ■^•■' » 



•i 



da cui: 

e se prendiamo a linee coordinate le v eh t avremo: 

dfi V 1 (V* V** J' 



Ponendo ofa: 



1 r dt 
a] tu— 



' » 



si otterrà: 



<(i=r!) 



co 



« i. 



(23) ds«==ia>«-2^d«c?«-f|^^+(/^_,j«V*jrft,. 



C)Ciò non potrebbe più dirsi se la superficie considerata potesse 
essere a curvatura co^m^j. ma ciò non può: es^re a oae&o cke non s'»a Ai 
rivoluzione. 

8. N. Lib. IV. 15 
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Ora è noto òhe se relemeato lineare di una superficie 
ft| ffio»^ -sotto la forma: 



• I 



la condizione necessaria e sofficiente, affinchè le u siano 
geodeticamente parallele fra loro è ctie si abbia : 

dv G ""°' 

ciò del resto risolta facilmente dal calcolo fatto a N.^ 4. E, 
siccome nella formala (23) le f» debbono essere geodetica- 
mente parallele, si dovrà avere: 



d ^ 



(r-iT 



a*V'-^^ [e —1/ 



ovvero: 



["(r-i)']-^'(r-.) 



o«V»rfoL V« — 1/J Ve — Udt>a«V« 



cioè: 

sLYL 

dvY' 



0. 



Di qui si ha subito: . 

1 



V = 



C'(V-{'C) ' 



dove e, e' sono eostanti. Ora tale appunto deve ^sere il 
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ciliadro direttore per le moulures, aventi a profilo una trat- 
trice, che si applicano nel modo speciale già detto sopra 
superficie di rivoluzione* Si conclude quindi che delle mou- 
lureSy avcRte a profilo una trattrice, quelle trovate dal 
Prof. Dini sono le uniche applicabili sopra superficie di 
rivoluzione . 

Sopra un problema della teoria della deformaEloiLe 

delle tniperilcie O • 

(17). — Mi propongo qui di risolvere il seguente pro- 
blema: «È possibile deformare una data superficie in modo 
< che un sistema di lìnee tracciato su di essa diventi un 
« sistema di linee di curvatura per la deformata? » 

Sulla superficie data S si prendano a linee coordinate il 
sistema dato di linee, che diremo o e le loro traiettorie 
ortogonali u. L'elemento lineare della superficie S riferito 
a queste coordinate sarà dato dalla formula: 

(24) ds^=^Edu^+GdvK 

dove E y Q sono determinate funzioni di u, v dipendenti si 
dalla natura di S, si da quella delle linee v scelte su di 
essa. Si vede subito che il problema proposto coincide 
coir altro: € Esiste una superficie, per la quale Telemento 
€ lineare riferito alle linee di curvatura assume la forma 
« (24), dove E , G sono quelle funzioni di u ,v avanti 
€ stabilite? » Supponiamo che una tal superficie S' esista; 

(*) Un caso partieolare di questo problema è stato trattato dal 
Codazzi negli Annali di Tortoltni ( Ansio 1856 ). Egli ha rieereato se 
esistono superficie, che possano deformarsi conservando le loro linee di 
curvatura, ed ha trovato che solo le moulures e le sviluppabili sono 
susoeltìbilt di tali deformazioni. 
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se con r| , f\ indichiamo i suoi raggi di curvatura relativi 
alle linee u , v rispettivamente, dovremo avere le seguenti 
relazioni (Dini — Sopra alcuni punti della teoria delle 
superficie §. 24. ): 

1 1 yiogVE ^ji 

Ti rj/ dv ^8 ^^ 






Se poi l'elemento lineare sferico corrispondente della 
rappresentazione di Qauss è dato da: 

(26) rfs'«=E'(f«»+G'rfoS 



si dovrà avere: 

(27) VY=^ , Vg^=^ 
ed E' , G' dovranno soddisfare la equazione seguente: 

la quale esprime che la curvatura della superficie, qui 
appartiene Telemento lineare ( 26 ), ^ data daU* unità 
positiva. 

Viceversa, avendo riguardo a ciò che il prof. Dini ha 
esposto in un altra sua memioria (Ricerche sopra la teorica 
delle superficie §. 3. ), si vedrà che il problema sai;à pos- 
sibile, quando esistano due funzioni r^ r^ che soddisfino le 
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due- (25) ed insieme la (28), ove VW^ V^cT^lianno i va- 
lori (27). . 

Alla equazione (28) possiamo sostituirne un' altra in 
termini finiti fra r^ , r^ che semplicizza grandemente il 
proUema. L'equazione accennata è la seguente: 

.29> J 1,|A-/J_^^a\^ d (±.dVE\\ 

^ ^ r.r, VEGlduyV-si du T dvXVQ dv /)' 

. E Éstcile vedere efiettivamente che, ammesse le (25), la 
(29) è conseguenza della (28) e viceversa. La equazione 

scritta esprime che la quantità è eguale alla curvatura K 

della superficie. Il problema proposto è cosi ridotto a trovare 
due faozioni r^ , r^ , che soddisfino le due equazioni a deri- 
vate parziali (25) e l'equazione in termini finiti (29)., 

11 problema è suscettibile di ulteriore riduzione, po- 
tendosi eliminare per mezzo' della (29) le derivate di 

— , — dalle (25). Senza stare qui a ripetere un calcolo 

che è stato già fatto dal Codazzi (Annali di Tortolini. Anno 
1856 p.^ 410; darò la equazione risultante: 

(30) Klog^^E dìogVE d\o?(KG) Ur,y 
^ ^ \ du dv dv du |\r|/ 

[ rP log (IC Voy d\ogE rflogG I ^ »>\ , 



+ 



( dudv dv du )\ 

<P\of^VQ t d Xo^Vo rf iog(K E) 
du dv du dv 



doT6 K indica il secondo membro della (29), ossia la carva- 
tura della superficie. 
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Per vedere adanque se è possibile deformare la superficie 
data nel modo voluto, basterà ricavare dalle(29)X30)i valori 

di —, — ed osservare se essi rendono identiche le (25). 

Questa prima parte della ricerca è ridotta quindi ad una 
semplice questione algebrica. Un sol caso di eccezione si pre- 
senta ed è quando la (30) è un'identità; ciò ha luogo soltanto 
(Codazzi m. e.) quando la superficie data sia la deformata 
di una moulure q\qu ,v siano le trasformate del sistema 
di linee di curvatura in piani paralleli e dei profili, astra- 
zione fatta dalle superficie sviluppabili, che intendiamo 
escluse da queste ricerche. 

Quantunque il metodo indicato sia teoricamente il più 
semplice, si troverà utile nei casi speciali, in causa della 
complicazione della (30), seguire Taltro, che ora passo ad 
esporre. 

Sostituendo nella prima delle (25) ad — il suo valore 
K r, , si otterrà Taltra: 

^tV 1 rfÌogE_^rflogE 
do ' rg* dv dv ' 

che si integra immediatamente e dà: 



(31) i=È^(">+ Af '*'' 



dove (p(u) è una funzione arbitraria di u. Ora, se sarà pos- 
sibile determinare f(u) in modo da soddisfare anche la se- 
conda delle (25), il problema ammetterà una soluzione. 

Verificata la possibilità del problema, si dovranno tro 
vare le coordinate X , Y , Zdei punti della sfera rappre- 



— 2I7 - 

sentati va espresse per u , v , e dopo di ciò si- troveranno 
con semplici quadrature le coordinate | , ^ , $ della super- 
ficie deformata colle formtde seguenti: 

(32).] «^/(r.^i^+r.^c;^)- 

Per cnostrare subito un esempio di ciò chequi si è'delto 
osserviamo che, ' sé si- preaide, r^=r2=a, dove a è una 
costante, le (25) sono identicamente soddisfatte e la (29) lo 
s^ràpure, quando Teleo^ento li ideare (24) appartenga ad 
una sfera di raggio a. Segue di qui' che una superficie , 
applicabile sopra una sfera può deformarsi. in. modo che, 
qualunque sistejcna di linee tracciato su di essa, diventi un 
sistema dj linee di curvatura della deformata/ la i^uale è 
una sfera. Ciò è ben naturale, poiché ogni linea di una 
sfera è lina sua. linea di curvatura. » . . • 

. (18).— Ricerchiamo se esistono superficie gobbe, le 
quali si possano deformare in modo che le loro generatrici 
diventino linee di curvatura della superficie deformata. 
L'elemento lineare delle superficie gobbe ^ riferito alle 
generatrici v ed alle loro traiettorie ortogonali w,' assume 
la forma: 



' . ' ,< « 



(33) d*«--rf««-f j («-«)«+ p«d»«, 






dove oc , ^ sono funìsioni sòb di t?: Qui fi^i ha: 

■(„_«)i^pi 



♦ i 



D4IIA (31) risulta: 

r,==9(w) 
e la seconda delle (25), che iiel caso di G qualunque da: 

\ 

nel nostro caeosòmmittistraràltr»: \ ■. 

la quale deve éssef e un* identità. Ora dunque se ' p con- 
tenesse effettivamente la t?, un valore di t?, che annul- 
lasse |3 àntiiillerebbe il primo memibro é non il secondò, 
dunque J3 § una costati te. Se a non fosse anch'essa nna co-' 
stante riduce^do la equazione precedente a forrtia intera, 
dovrebbero èssere nulli i coefficienti delle diverse potenze 
di M-a, il che i^on è. Ora, essendo a , ]3 costanti, Pelemento 
lineare (33) appartiene airelicoide gobbo ad ^rea minima; 
dùnque questa superficie e let sue deformate ^obbe sono le 
uniqhe superficì rigate, che soddisfino alle condizioni del' 
problema. Esse, deformandosi nel modo voluto, diventano 
dì rivoluzione e le generatrici si trasformano nei meridiani, 
perchè l'elicoide suddetto è applicabile suiralisseide e Id 
generatrici sona le, trasiormate dèi meridìaui e d'^Hra par- 
te, se una superficie di rivoluzione si deforma, conservando 
le sue linee di cartatura^ esea. roite di rivoluzione. 

La questione precedente era già stata risoluta per altra 
via dal Prof. Dini (Ricerche sulla teorica delle superficie 
N.M2). . 
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19.—* CcMasideriàmo um su|)tì!fiaie nibulure e cerchia- 
mo se è possibile deformarla iu modo .ebeile sue linee ài 
curvatura réslino tali per la defcxnmala. L'elemento liiréare 
di una tal superfioié rìfiearito alle linea .di otìrmtUFa^ à- dato 
dalla formula: 

La prima delle (25) ci dà: 



r,=?(M) 



i ' / 



U" 1 U" 

ed avendosi: K==— ^j— y , quindi: — = — ^j^;^ ?(«), 

la seconda delle (25) diviene: 



-■ ■ . ■ : . ■ • . .\ . . . 



Se ne trae, integrando: 



. V Vn'— U' 



• U" 
e isi avrà perciò. 

Vn*—t '• _ U-V 

(34) rj= — ^jTT — , »•! j/„«_u'4 , 

U" . 

Dal calcolo fatto si conclude intanto che è possibile in/ . 
infiniti modi '(poiché n è arbitrario) diaformai:^ nel modo 
voluto una superficie moulure, e poiché le immagini sferiche 
dèlie baee di ourvataca delle deformate sono un qietem4^ 
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di meridiani e di paralleli^ queste ultime superficie sodo 
altrettante moulures.- 

Prendiamo ora a ricercare in termini finiti le equazioni 
delle superficie deformate* Coi valori (35) l'elemento linea- 
re sferico diviene: 

che si deduce dairordinario sferico: 

ds'*=dÌ^+cosUd6^ 
alle sostituzioni: 

TI' . ^ 

U =n sen t , v= ^ . 

Le coordinate X , Y , Z^ che espresse per t , 9 sono: 
X==cos < cos fi , Y==H50s / sen 5 , Z=sen t , 
quando si esprimano per u ^ v saranno date dalle formule: 

X = Vn«— U'*cosnt? , Y^-Vn^—Uhennv , Z=^ 

Di qui si trae: 

dX _ FU"cosnp .^ _ U^U"senng? ^Z^IT 
rfw nVn^ U'* ' ^w '^ wl^n* U'* '^^ ^ 

dX . ^Y dZ 

— c=_|/^«_U'i^ennt^, ^^^j/n^—U'^coswt) , 5^=^' 

ed avendo riguardo a qucste-iformole ed alle (34) ed 
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applicando le (32) si troverauno i valori delle coordinale 
I , )7 I ( della deformata sotto U forma: . ,, 

f==— — cos n V — / V sea nv dv ^ >3= — ^sen n r + 
fYcosnvdv , c=» y i/l r-<it# 

Se sì cangiano i segni di I , vi , s il che non altera la 
natura della superfic e si ottengono formule identiche a 
quelle già date dal Bour (Thóorie de la deformation des 
surfaces §. 42.), le quali danno così le deformazioni più 
generali di una moulure sotto la condizione richiesta. 

20. — Ricerchiamo ora se è possibile deformare una 
superficie di rivoluzione in modo che un sistema di geode* 
che, di cui i paralleli sono traìeitorie, diventi uà sistema di. 
linee di curvatura della deformata. 

Prese a linee coordinate sulla superficie di rivoluzione 
quel sistema di geodetiche e le loro traiettorie ortogonali u 
Telemento lineare prenderà la forma. (Dini. Giornale di 
Napoli Anno 1865, P/ 65): 

Avendosi qui E=l , si avrà come ^ibbiamo già osser- 
vato al N.» 18; 



<• 



e la seconda delle (25) ci darà la (33'), che nel nfoiHro 
caso diviene: 

(36) ^^V'(«+»)+Tr"(»+^)+r(«+«)=o.- 
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Deriràndo questa relazione prima rispetto ad ^u^ poi 
rispetto a r, e sottraendo i risultati si ottiene: 

ovvero. 

i • ■ ■ 

CIÒ non pud essere a meno che non si abbia: 

dove ^ i una costanie. Ne risulta: 
du . ' 

* 

e integrando di nuovo: 

dóve C , C , C" , C" sono nuove costanti. Se si sostitui- 
scono questi valori nella (36) si vede che, per soddisfarla 

effettivamente bisogna prendere: C" = — -j-,C'"=o. C^- 

ma sì vedrà facilmente dopo tutto ciò, VE', J^G'si possono 
ridurre ad essere funzioni della sola u^ quindi le deforoaale 

sono moulures. Inoltre, poiché: /^=: — p— ® 9 

Telemènto lineare delle nostre superficie di rivoluzione è 
dato dalla formula : 
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dove oi j ^^ e sono costanti arbitrarie. Queste superficie di 
riroluaione erano già state trovate dal Pfof. Dini (Giornale 
di NapoK Anno 1865, P/ 70). 

21 . — CoDsidériamo ora il caso in cai nelle formiile del 
N.* precedente si abbia r^=p(M>i==a; dove tt é una costane 
te; se la so)Q2ióne esiste, la superfióle pritiàitiva dovrà 
essere nna superficie canale. In questo caso la (.88') 
diviene: i . 

cb^int^ratadà: ... :. ; '^ 

i 

' • : * ' • : '. '- 

f{u-\-v)=k cos [-^h-ìb Wo , ; ' . ■ ' ' 

• ( • < 

dove A , B , e sono costatiti arbitrarie.. Si cooclude , quia- 
di che Iji superficie di rivoluzione, il cui elemento lineare é 
dMo 4^na formola: 

* m f 

■■•■ .'■.'. . ' : I 

può deformarsi nel modo voluto e* la deformata è una super'* 
ficie canale. Ckmfroat^ada poi la 6)naitla. precedente colla 
(16) del N." 13, si vede che questa forma dell'elemento 
lineare conviene all^ snperfide canale, la cui direttrice^ è 
ua'elioa circolare, a meno 'che non sia CW(9; -ma ci4 poble^n 
rebbe che si avesse r^ nww^v ' r ^ , cioè la deformata sarebbe 
una sfisra. Siccome poi una superficie canale a direttrice 
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gobba noQ può deformarsi conservando le linee di curvatura, 
se ne conclude che la circostanza voluta si presenta per 
la superficie- di rivoluzione (37) esclusivamente quando 
si trasforma nella canale , la cui direttrice è un' elica 
circolare. - .• . 

RiàssUmetido vti$ultati ottenuti, possiamo dunque dire: 
« La classe completa di supeHicio .dì rivoluzione^ per le 
i< /quagli colla deformazione della superficie si può ridurre un 
€:.8Ì3temi£^t di geodetiche, di cui i paralleli sonp traiettorie, 
«linee di: <?i|ryatQr^ della deformata, è costituita dalle 
« superficie . di rivoluzionie applicabili sopra moulures in 

< modo che ai profili di queste corrispondano le geodetiche 

< del detto sistema, e dalle superficie di rivoluzione appli- 
« cabili sulle canali aventi a direttrice un' elica circolare. 
« La circostanza voluta si presenta poi esclusivamente per 
« le prime quando si trasformano nelle- moulùpes corri* 
€ spendenti e per le seconde quando si trasformano nelle 
€ corrispondenti .canali:». 

22. — Generalizzando la questione trattata nei numeri 
precedenti, ricerchiamo se è possibile deformare una super- 
ficie di irjvoìuzione in modo che un sistema di linee, di cui i 
paralleli sonò traiettorie (sótto angolo variàbile in generale 
da un parallelo all'altro), diventi un sistema di linee di 
curvatura per la superficie deformata. Prendendo il sistema 
suddetto >s^ linee 1? e le traiettòrie ortogonali a linee u, 
l'elemento lineare assumerà la forma (Dini Giornale di 
NapoU 4866,,: P.» 251):, ... :...:: ., , . • 

é si potrà in}: generale stabilire tra fef una relaizione 
quaianqùe sen^a particòlarizearé lasuperficie di rivoluzione, 
ma determinando solò convenientemente la legge^ con cui 
l'angolo dei paralleli còlle linee v varia da mi parallelo 
airaltro, 
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Ciò posto, le èqaazioai (?9) , (30) inostcàho che r^ r^ si 
dofraono prendere fuiozioni di.t^-f^e?, aìimeno.cbe la (30) 
non fosse un'identità; ma fuetto caso è giàrstato conside^ 
irato a parte al N.^ 20 e perciò ora h intendieremo escluso; 
Dovendo essere f\ r^ funzioni di u^v le (-35) s'inlS^rano 
.skibito.edanno: 



(38) 






n 



" f À +"+ Tf 



Rimarrà a soddisferà la (29), il che sì potrà sepapre %e 
in infiniti modi perchè ciò stabilisce semplicemente un ^uar 
zione differenziale tra/* e y. Osserviamo poi che V^' , Jf G: 
divengono anch' esse funzioni di u-^-v^, cioè T elemento 
lineare sferico assume la forma:, 

i 






Vogliamo ora dimostrare che le superficie deformate sonò 
elicoidi, per il che basterà provare che linee u^v^cost 
sulle superficie deformate soiio eliche ciróolarì dèfìò stesso 
passo, descritte su cilindri concentrici '. ' ' ' ' * ' 

Lè'lineét«4"^=cost sono caratterizzate sulle sliperifi- 
cie 'deformate S dalle seguenti proprietà: sono a curvatura 
geodeiica costante, «onò parallele geodeticamente fr^ loro, 
sono traiettorie delle linee di curvatura, lungo di esse non , 
variatici 1 règgi di curlratura principale e , siccome le loro 
immlagim sferiche sonò un sistema di paralleli^ la horihalQ 
alla Sdperfieié lungo ciasciina di esse fa un angolo costante 
con Qoa dilezione fissia F, la normale comune ai piani dì quéi 
paralleli. , ^ 

. Consideriamo ora una individuata linea w-f- ^^^^^^'^'^^te 
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(ehiameremo E; se id Cdeerva òhe essa taglia sotto un angolo 
edslaiute le linee di «urvatara eefaé lungo B non variano i 
i^aggi di eurvalura pnocipàle'^i S, si vedrà subito, ()er le 
formde che legano i raggi di enrvatnra delle sezioni 
nonnati di uiia supei^cie) che d costante il raggio di 
curvatura della sezione normale tangente ad E. Quindi k 
L'nea E, avendo costante la curvatura normale e la 
curvatura geodetica , sj vrà costante il ' raggio di prima 
curvatura e sarà pur costante l'angolo cHe la sua normale 
principale forma colla normale alla sup^etficie . 

Ma se consideìriamo un sistema C, di linee di curvatura 
di S, siccome le loro imtnagini sferiche sono linee di cui i 
paralleli sonò traiettorie, e siccome nella rappresentazione 
le tarigèhti alle linee di curvatura della superficie rappre- 
sentata sono parallele alle tangenti nei corrispondenti punti 
delle immagini sfenòhe, si vede òhe le tangenti, alle linee C 
nei punti di E formano un àngolo costante colla direzione 

fissa F. Ora se .consideriamo un punto qua- C M 

lunque M di E, relemefnto MG della linea 
di curvati^^ di^l ,sisjlma..C che ; parte da, M^ 




la normale MNad S q.la dir^ione jEissia MF, '• ^ 
siccome -al yaria;;e 4i. M sulja Jin^ea E nm / 

variano le tre facce del triedra .M.CNF cosi N F 
non variano nemjqaeno gli angoli driedd e in, particolare 
rang;olQ del pia^o MNC col piano MNF. Ma se ME d 
r elem«ftt9 di linea E uscente da M* al variaore di Mm E 
1 angolo CMB uoa yaria^cioè po^i ]ìff ria l'aflgolo d^; piwji 
MNC^ MNE, dunque noa:variu^„r.aJ?gpÌq,. 4eL piapi.WNJ^ 
liW, Qrai mi triedro M,EN^ s^pp CQstfpfiti ^ ^ fmi^ 

NME,,NMF, "?. ^'aqgQl9.dÌ0dr<):MJS:EF, (mfodi à'.wta«to 
Rachel i'altra faccia, -c^, l^ it^gentì- alla linat^ Bj fiutno «a 
angolo costante colla direzione fissa F. Da tutto cid, i;Ì98Ha 
intanto che 1^ linea E èmu' eldc^ circolare, destcritì» sopra 
un cilindro parallelo alla direzione F. 
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Consideriamo ora la linea E e gli elementi geodetici che 
partono dai varii punti di E normalmente alla E| stessa sulla 
superficie S; il luogo degli estremi di lunghezze eguali di 
qwsti elementi è una nuova linea u-\^i? che diremo 1&\ Ma 
da tutto ciò che si ò detto avanti risulta che que&ti elementi 
geodetici formano un angolo costante colla normale princi-* 
pale di E, quindi (V.N.ll) E' è descrìtta sopra un cilindro 
concentrico a quello su cui è descritta E ed ha lo stesso passo 
di quest^ultima. La superficie deformata S è quindi un eli- 
coide e perciò possiamo enunciare il teorema. « Ogni super- 
« ficie di rivoluzione può deformarsi jn modo che un sistema 
€ conveniente di linee, di cui i paralleli sono traiettorie, 
« diventi un sistema di linee di curvatura per la superficie 
€ deformata. Questi sistemi sono inoltre in numero infinito 
< e le deformate sono elicoidi ». 

Fa eccezione il caso in cui quel sistema sia formato di 
geodetiche, allora oltre le deformazioni elicoidali si hanno le 
deformazioni in superficie moulures, come già si è detto al 
N.« 20. 

Ossecrazione, Dal processo di dinoostrazìone ora tenu- 
to si possono dedurre alcune proprietà degli elicoidi. 

Poiché le normali alFelicoide nei varii punti deirelica 
E fanno lo stesso angolo colla normale principale dell^elica 
stessa, il luogo degli estremi di lunghezze eguali di queste 
normali è un'altra elica circolare dello stesso passo di E e 
descritta sopra un cilindro concentrico a quello su cui la 
E stessa è descritta (N.^ 11). Quindi se si ripete la stessa 
costruzione su tutte le eliche dell'elicoide, facendo variare 
con continuità da un'elica all'altra quel segmento di nor- 
male, il luogo di tutti gli estremi di quei segmenti sarà 
un nuovo elicoide. Come casi particolari del teorema pre- 
cedente possiamo enunciare i teoremi : 

« L^evoluta di un elicoide 6 un altro elicoide » . 
5, N. Lib. TV. 16 
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€ Le superficie parallde ad im elicoide sodo altiBttaali 
€ elicoidi ». 

23. — Sapponiamo ndle formcAe del N.* precedente 
f=^aff doire a ò una costante, cioò rìcercbiamo se esistono 
saperficte di rìvdiizioiie, per le quali delle traiettorie sotto 
lo stesso angolo dei paralleli possono diventare linee di 
ennratnra delle deformate. Le (38) ci daranno; 

2 _ 1 C 

(39) {{ j '^^c 



r, 2c /^(M^> 

dove e . G SODO costanti arbitrarie. 

ComiDciamo dal prendere c=od ; allora si ha: 

e le deformate sodo qaÌDdi elicoidi ad area miaima. Per 
determinare poi la f^ la (29) ci darà la equazione differen- 
ziale: 






e integrando: 



(41) /=c^^=cosAC'(«+c), 

dove C è una costante arbitraria e l'altra si è lasciata, 
perchè non modifica la soluzione. Quindi l'elemento lineare 
della superficie di rivoluzione richiesta assumerà la forma: 
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Ora col metodo del N.*4 si troverà, per determinare la 
curva meridiana z^=^(r) la equazione: 



i++'V)= 



à^r^ 



r 



a 

dovere arbitraria. Prendendo k — ^.. , , , . troveremo; 



, 2' 
r=iw cos A — 

m 



dove per brevità si è posto m- ri ao-ì^ ^ ^* superficie 

di rivoluzione richiesta è quindi un^alisseide. 

Osserviamo di più che qualunque sia a, possiamo 
disporre di C, 0' in modo che m abbia un valore stabilito 
avanti; quindi una stessa alisseide (ed ogni sua deformata 
di rivoluzione) può deformarsi in modo che un sistema 
qualunque di traiettorie sotto lo stesso angolo dei paralleli 

diventi un sistema di linee di curvatura della deformata. 
Questo teorèma è un caso particolare di un altro già noto 
(V. N.®25), però il nostro metodo ci dà anche il modo 
di determinare in termini finiti le equazioni delle deformate^ 
ciò che ora faremo. 

24. — L'elemento lineare sferico corrispondente alle 
deformate considerate nel N.® precedente assume la forma: 
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quindi ad ogni defurmazicne dell'alisseide del genere 
sopra considerato corrisponde sulla sfera un sistema di tra- 
iettorie sotto lo stesso angolo di un sistema di meridiani, e 
r angolo che definisce queste lossodromie sulla sfera, è 
lo stesso di quello che fanno le linee di curvatura della 
deformata con quelle che erano linee di curvatura della 
superficie primitiva. Ora osserviamo che relementò lineare 
(42) si deduce dalFordinario sferico: fl?d'=(ie*+cos*flGfw* 
colle sostituzioni: 

1 C 

cosAC {u-f-v) ' a ^ ^ 

Le coordinate X , Y , Z dei punti della sfera, che espresse 
per , ct) sono; 

X«tiC03 d cos u) , Y— K^os Q sen co , Ze»seQ d, 

quando si esprimano per t^ ^ v saranno date dalle formule 
seguenti: 

cos -^ (a*© — u) sen — (a^v — u) 

(43) X^ l^,, , , , Y^ "! ^,, . , , Z«.tangAC'(tt+c! 

^ ^ cosAC(tt-ft?) ' toi^hC (u-\-v) ^ o V I 

Derivando queste formale ed avendo riguardò alle altre: 
a*C a* C 

si otterranno le coordinate ^ , yi > ( delle deformate mediante 
le formule (32) del N." 17. Facendo le sostituzioni ed 
eseguendo le quadrature ivi indicate, si otterrà facil- 
mente: 



r 
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I— — p/f /^a I I -\2 1 (^^ — ^ )cosAC'(w-f t;)cos — (a^j? — tf) 

' C 

— 2 sen ACXw+r)sen — (a*v—u) 

/>'P { P' 

J*'^~C«(a*+l)«r"* ~ l)cosAC'(M+t>)sen - (a«c— «)+ 



C ) 



a«C a«C 



«■^ r?i7:s-rrr(^— ^)^— 



Queste relazioni definiscono un elicoide generato dalla 
curva gobba: 

aV-)C ^ Sa^C ^ a»(a«— 1)C 

attorno alleasse 2. Questa curva si proietta sul piano ooj/ 
secondo un'iperbola, il cui asse reale è Tasse delle od e sul 
piano X , z secondo una catenaria comune. 

Nel caso di a==>l, cioè nel caso in cui le lossodromiche 
siano inclinate di 45* sol meridiani^ le formule precedenti 
definiscono un elicoide gobbo ad area minima^ il quale 

Q 

rimane invariato^ finchd tale rimane il rapporto-p?! • 

Osserviamo poi che sulle superficie deformate le linee 
a*t>— t«^=3acost sono le traiettorie ortogonali delle tt-^t^^^s^^cost, 
cioè sono le trasformate dei meridiani delTalisseide ovvero 
delle generatrici dell'elicoide gobbo ad area minima^ su cui 
r alisseide stessa è applicabile. Ora per le (43) le Immagini 
sferiche delle linee a^v — u=cost sono il sistema di meri- 
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diani a)=acost Q, quindi le Dormali ali' elicoide lango una 
linea a!^v — w=cost, cioè le normali principali di questa 
linea sono parallele al piano del meridiano corrispondente. 
Ciò porta subito a concludere che le a^v — w=cost sono eli- 
che cilindriche e che i cilindri su cui sono tracciate hanno 
le generatrici perpendicolari all' asse comune delle eliche 
w-|-^=cost. Gli elicoidi (44) coincidono quindi colle super- 
ficie trovate dal Prof. Dini nelle sue Ricerche sopra la 
teorica delle superficie §. 30. 

25. — Come già ho osservato, la proprietà ritrovata per 
Talisseide non è particolare a questa superfìcie; essa si 
estende a tutte le superficie ad area minima, per le quali 
si può enunciare il teorema seguente ( Salmon — Analy- 
tische Geometrie des Raumes, IL Auflage S. 685): «Ogni 
€ superficie ad area minima può deformarsi in modo che 
€ si conservi ad area minima e le traiettorie sotto un 
« angolo costante qualunque delle sue linee di curvatura 
€ diventino linee di curvatura per la superficie deformata >. 
Per dimostrare col nostro metodo questo teorema, ricordia- 
mo che Telemento lineare di una superficie ad area minima, 
riferito alle linee di curvatura t , w, assume la forma: 

(45) ds'^=l{dfi+dui*) 
e il corrispondente sferico assume l'altra: 

(46) d5'««?^(rf<«+da)«). 

Si trasformi ora l'elemento lineare (45), prendendo a 
linee coordinate le traiettorie u sotto lo stesso angolo 

(*) Ciò risulta del resto anche dall' osservare che nella rappre- 
sentazione sferica di Gauss di una superfìcie ad area miniala gli angoli 
vengono conservati . 
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delle t eie traiettorie ortogonali v delle linee u. Si vedrà 
subito che per forinole di trasformazione si potranno pren- 
dere le seguenti: 

dove a ò la tangente dell'angolo che le v fanno colle ^ Se 
si indica con >/ ciò che diviene /, facendovi le sostituzioni 
(47), r elemento lineare (45) diverrà: 

(48) ds^^r(du^+dv?). 

Ora colle osservazioni generali fatte al N.® 17 sì vedrà 
che se l'elemento lineare sferico potrà assumere la forma: 

(49) ds'^=~(du^+dv^), 

esisterà effettivamente una superficie ad area minima, il 
cui elemento lineare riferito alle linee di curvatura assume 
la forma (48). Ora colle sostituzioni (47) Telemento lineare 
sferico (46) si cangia appunto nell'altro (49), quindi il 
teorema è dimostrato. 

Si scorge poi facilmente che due superficie ad area mi^ 
nima deformate V una dell' altra secondo la legge detta 
godono anche della proprietà che le loro normali nei punti 
corrispondenti sono parallele. 

Nel caso particolare di a=»l le linee di curvatura della 
deformata sono le assintotiche della primitiva e si hanno le 
superficie ad area minima coniugate in applicabilità del 
Bonnet. 

26. — Riprendiamo le formule (39), supponendovi e 
qualunque; allora le deformate sono elicoidi a curvatura 
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media costante: - 4- - -= -. La (29) del N.» 17 ci darà 
per delerminare f la equazione differenziale*. 

che si riduce subito alle quadrature e dà: 

, r d f 

jV 4.(^{l+a?)' ^^ f 1+a» 

dorè C ^ una costante arbitraria. Questa relazione si può 
•crirere : 

(50) u^v ^_Jp=^==, 

quando eoa « , P si indichioo le radici dell' equazione di 
ZJ^ grado: 

, 4C'(l+aV . ,^, . 



a? 

a 



queste radici , intendendo che C sia positiva, saranno am- 
bedue positive. Dalla (50) introducendo le funzioni ellitti- 
che si ottiene: 

f(u+^)=Vi '"(s^. (»+«>) + A Y| ) ■ . 

dove A è una costante arbitraria di cui potremo disporre 
in modo da far sparire Timmaginario (V. N.^ 8). 
Potremo prendere: 
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Determinata cosi la ft>rraa della funzione /', si troverà 
col naodo indicato al N.® 4 la seguente equazione differen- 
ziale per determinare la curva meridiana 0==ip(r) della 
superficie di rivoluzione richiesta! 

la. quale rimane invariata; finché tali rimangono e , A , 
e siccome dati e ed a possiamo sempre disporre di' C , C 

ce 

in modo che -^ abbia un valore stabilito avanti^ la super-^ 

ficie di rivoluzione che ha per meridiano la curva (51) può, 
come r alisseide , deformarsi in modo che un sistema 
qualunque di traiettorie sotto lo stesso angolo dei meridiani 
diventi un sistema di linee di curvatura della deformata. 
Ma la (51), disponendo convenientemente dell'arbitraria k, 
può scriversi: 

dz r«+ &2 



dr I/4cV«— (r^+è*)* 

Ora questa equazione diflferenziale appartiene alla curva 
generata dal fuoco di un'ellisse o di un'iperbola, che rotola 
senza strisciare sull'asse 0; la superficie di rivoluzione ge- 
nerata da questa curva ruotando attorno all'asse z è inoltre 

a curvatura media costante — (V. Serr. Cai. Int. §. 712). 

e 

Possiamo quindi enunciare il teorema: « La superficie di 
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«rivoluzione, che ha per meridiano la curva generata dal 
€ fuoco di uà* ellisse o di un' iperbola, che senza strisciare 
« rotola sull'asse della superficie, si può deformare in infi* 
€ niti modi, pur conservandosi a curvatura media costante, 
« e ciascun sistema di traiettorie sotto lo stesso angolo dei 
€ meridiani diventa una volta un sistema di linee di curva- 
le tura della deformata :»f. 

Allorquando l'ellisse degenera iu una parabola, il me- 
ridiano di questa superficie di rivoluzione diviene la cate-r 
Daria e ^i ha la proprietà già osservata dell' alisseide. Os- 
serviamo da ultimo che le superficie considerate nei Nume* 
ri 23, 25 e nel presente sono superficie in cui un raggio di 
curvatura è funzione dell' altro, e quando si deformano nel 
modo considerato conservano ancora invariati in ciascun 
punto i raggi principali di curvatura, sicché per il teorema 
di Weingarten anche le evolute delle successive deformate 
sono applicabili suU' evoluta della superficie primitiva. 
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INTRGDUZ>I0NE 
« 

Nel lavoro che qui fao Tonane di preseaiiare, pronde 
Vi studiare le linee tracciate sopra le superficie , e più 
specialmente^ quelle che si distinguono col nome ^di Une» 
di curvatura. 

La scoperta di' queste 'linee . è dK>iruta a Monge ; il 
qoaite ne dimostrava V esistenza insieme a molte ddile loro 
proprietà, qaaodo ì sooi studi avevano tutt' altro di mira 
cJse la teorìa delle superficie . Ecco com« V illustre geo- 
metra veniva a fare una delle sue più belle ed importanti 
scoperte. 

Verso la fine del tseeolo passato, e precisamente nel- 
ranno 17S1^ pubblicava egli una Memoria intitolata: *-« 
Théorie des débiais ei des remblais — nella quale^ propa^ 
Btosi di risolvere dal lato economico la questione del tra* 
sporto delie terre, si formulava il seguente problema: «dati 
t« àsae voliuni eguali di materia, trovare ad secondo volnme 
8. N. Lib. IV. 17 
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€ il punto ove dev'essere trasportata ciascuna molecola del 
« primo, perchè la somma de' prodotti delle molecole mol- 
« tiplicate ciascuna per lo spazio percorso sia un minimo. » 
Pu appunto in questa circostanza che egli, ammettendo 
che fra i due volumi dati non vi fossero ostacoli, ed osser- 
vando che per avere il minimo richiesto bisognava che le 
molecole si muovessero in linea retta, venne nella necessità 
di studiare i sistemi di rette nello spazio che obbediscono 
ad una data legge. E trovò allora che è possibile determi- 
nare la detta legge in modo che attorno ad ogni retta del 
sistema ne esistano in genenile altre due, iofinitamente 
vicine, tali che godano della proprietà di essere con essa in 
un medesimo piano; e che x}uesti due piani siano perpeDdi- 
colari tra di loro. Egli dimostrò inoltre, e qui sta il punto 
interessante, che tal proprietà appartiene esclusivamente 
alle normali ad una stessa superficie; per cui egli fu in 
grado d'enunciare la proposizione che segue: «. tutte le 
4c normali d' una superficie qualsivoglia, sono sempre le 
€ intersezioni di due serie di superficie sviluppabili, tali 
4 che ciascuna superficie della prima serie taglia tutte 
€ quelle della seconda in linee rette e ad angolo retto, e 
« reciprocamente ». 

Tale proposizione, mentre permetteva a Monge di 
risolvere la questione che si era proposto , questione 
che pòi rimase incompleta e di nessuna importanza, apriva 
altresì al medesimo la via . a nuovi studi e a nuove sco- 
perte. E' seppe infatti collegare i suoi resultati con quelli 
che ventun' anno avanti (1760) erano stati ottenuti da 
Euler, dimostrando che i punti ove ciascuna normale è 
tagliata dalle due normali infinitamente vicine, sono preci- 
samente le estremità dei due raggi di curvatura massima e 
minima; di maniera che le intersezioni della superficie colle 
sviluppabili d' una serie vengono ad essere le linee di 
curvatura massima, e le intersezioni colle sviluppabili 



dell'altra serie veQgon ad :QS9ere h JìHee di curratarft 
minima. 

Continuando poi le sue ricerche, Monge si 0Qcii9|id 
Unche di diversi casi particolari* Studiò le superficie che 
hanno un sistema di linee di curvatura piane e sHuatò )iiì 
piani paralleli, e ne trovò le equazioni in tero^ioi fiaiti; 
studiò pure le superficie che baiano un raggio di óurvatuna 
costante, quelle in cui i due raggi di curvatura pj?iucipaU 
sono eguali e dello stesso segno o di segno. contrario; ed 
infine stabili il modo di generazione delle superficie di cui 
le normali sono tangenti ad un cono retto, o ad tind super* 
ficie sviluppabile in generale. 

Dopo i lavori di Monge, altri distinti geometri s'oociipa- 
rono della teoria delle linee di curvatura. E fra questi sono 
da notarsi principalmente Dupin che dimostrò un bellissimo 
teorema sui sistemi tripli di superficie ortogonali; Joa^ 
chimstaly al quale si deve il teorema che se una linea di 
curvatura è piana il suo piano taglia la superficie sotto un 
angolo costante; Serret e Bonnet'i quali nel 1853 pubbli- 
carono dei bellissimi resultati intorno alle superficie che 
hanno le linee di curvatura piane o sferiche: ed in partico- 
lare quest' ultimo dette pel prin)o T equazioni in termini 
finiti delle superficie a linee di curvatura piane; Picàrt 
ha pure studiato le superficie aventi le linee di curvatura 
piane o' sferiche, ed ha pubblicato una bellissima Me- 
moria, di cui è il resoconto nel voL 46 dei Comptes 
rendus deiranno 1858, Weingarten ha per il primo fatto 
attenzione alla proprietà, dimostrata da Monge^ che nella 
superficie de' centri di curvatura (massinia o myaimB,), le 
linee evolute di quelle di curvatura corrispondenti costitui- 
scono un sistema di geodetiche di questa medesima super- 
ficie, ed ha quindi dimostrato un elegante teorema sulle 
superficie evolute di quelle nelle quali un raggio di cur- 
vatura è funzione dell'altre. Ulteriori studi poi sona rtati 



isrtti xiidhe Oa aitici i^eqmetf^ e cfii ricordando fha gli 
altri i lavori del Prof. Ditti dirò che per mezzo di for- 
«qvle semplimìmne) dia lui stesso stabilite , ^H ha 
Irb^aio tot/lio una fortna nuova e di un' applicazione assai 
fisicilè le ^e^azioni in termini finiti delle- superficie a linee 
di^mrviatnra'piame, ed ha fatto conoscere tutte le superfide 
uBÌh quali un raggio di curvatura è una funzione dell'altro, 
iè le libfee di curvatura d*un solo o di tutti e due i sistemi 
kmo pì^é. Ha poi, sulle superficie aventi un sistema di 
teiee di curvatura sferiche, dato un teorema, per mezzo del 
•qnald in ta^ii casi la ricerca di tali superficie è reiàa sem- 
plice; ed infine, generalizzando il teorema di Weingarten, 
ha fatto conoscere come i problemi sulle superficie appli- 
cabili su una data superficie potevano farsi dipendere 
da quelli -sulle superficie evolute di altre superficie; e 
viceversa • 

Rias^amte cosd in brevi parole le principali nozioni sto- 
iche sulla teoria delle linee di curvatura, passo ora ad 
-esporre sommariamente il contenuta di questa tesi, la 
quale, per la -novità di alcuni dei risultati che in essa 
•si trovano, e per il metodo di esposizione adottato, spe- 
hrò n;oii sarà trovata del tutto priva di Un certo interesse. 

Io divido il mio lavoro in quattro parti. Nella prima di 
queste 'Stabilita anzitutto una nota espressione semplicissi- 
ma p^ il raggio di curvatura d' una linea piana, passo a 
Hdare, fondandomi esélusivamente sul metodo degli inflni* 
tacente piccoli, una nuova dimostrazione del teorema di 
Mon^y ^enèi^aliteato da Bertrand; e quindi, ritrovata la 
ftptó^'»d'jE'Mf^, vaii^ via a provar l'esistenza 

isopra <ògni «upettìcie delle linee di curvatura. Dipoi, defi- 
nita ^te ttupe^ficie evolute relativa ad un sistema di queste 
4ìtieè, ritrovò la notevole proprietà cke, -su essa, le evolute 
•delle tìiueó 9X Curvatura corrispondenti costituiscono un 
i^i>gÌ)^iìÉfa *4i*<^o4Mi«be . 



Nella fiWDndtt, f9fi»y d^i^ é! *tei* ; dji^oi^patQ,; indiptr' 
pendentemaate però dalla conaidarazkfao^ d.eU'!ÌD4ipa(t9ÌM 
di Dupifiy che le tangenti ajle lin«e dì curfatura' del 
secondo sistema, lungo i punti d'Anna lineai qualunque del 
pripdo, formano una superficie sviluppabile^ h quale di p^ 
conseguenza crrcòscritta alla sup^rticie data lungo quai^ 
medesima linea y trovo che le porziotii di dette tatig^i^ti 
comprese fra la linea di curvatura oonsid^ata e lo •pigfdo 
di regresso della sviluppabile, misurano i raggi di cur- 
vatura geodetica relativi a' punti della liitea di curvatura 
stessa. Egli à perciò che dopo d'aver messa in eviitoi^ 
l'analogìa che esiste ft*a la sviluppabile delle \pormali> ^ lat 
sviluppabile circoscritta alla superficie lungo una stessa 
linea di curvatura, faccio osservare che come gii^ stremi 
de' raggi di curvatura priinoipali relativi ad. un dittama di 
linee di curvatura sono, situati in una medesima' supevficife, 
(la superficie evoDuta di quella considerata) cosi te) estremità 
de^ raggi di curvatura geodetica relativi: al medesimoisisfas^ 
ma son pure situati sopra una nuova auperfi)0ie> chedliiamó 
la superficie de^ centri geodetici delle linee di curvatura 
di q uel sistema. 

Dopo di che, rivolgo la mia attenzione allo studio di 
questa nuova superficie, e dimostro che, su es^a, te evolute 
delie linee di curvatura corrispondeBtl non godono^ deUla 
medesima proprietà di quelle tracciate sópra, la. superfioié 
evoluta, altro che nel caso particolare che il secondo sistema 
di linee di curvatura sia fermato di geodetiche; nel qua! 
caso, si vede facilmente che son compresa andie le supenficie 
canali e le sijiperfioie moulwres. 

Ritrovo quindi il teorema di Brioschi sulle superficie 
die hanno le lioiee di ^uvvatura didonie; e dopo d'aver enun- 
ciata una proprietà notevole di cui godono le* rette polari 
d'una liqeA 4i curvatura qualsivoglia stabiUago una reJl;^ÌQijie 
semplicissima che esiate fra la cui^^iuea oirdinam e qMeUa 
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geodetica ne' punti d'una stessa linea di curvatura e la 
conratura della sezione principale corrispondente.' 

La torca parte poi Y ho destinata a riassumere e di- 
mostrare con un sol metodo le principali proposizioni della 
teoria delle linee di curvatura; e faccio quindi conoscere 
una proprietà delle superficie studiate da Picarty di quelle, 
ciod, che hanno un sistema di linee di curvatura sferiche e 
situate su sfere concentriche. 

'Finalmente nella quarta parte, traendo sempre profitto 
dalle considerazioni svolte nella seconda, stabilisco due 
formole semplicissime per mezzo delle quali ritrovo molto 
facilmente, quelle differenziali del Prof. Dini fra i raggi 
di curvatura principali e i coefficienti dell'elemento lineare 
della superficie. Ritrovo quindi il teorema chÌB le superficie 
sviluppabili sono le sole superficie che abbiano un raggio 
di curvatura infinito, ed infine ottenuto 1' elemento lineare 
della superficie dei centri geodetici, ne &ccio il confronto 
con quello della superficie evoluta, e me ne servo per con- 
fermare i resultati precedentemente ottenuti. 

■ 

I. 

1. Per procedere con ordine in questi studi prima 
di dimostrare come sopra ogni superficie (^) esistano delle 
linee che godono di speciali proprietà, e che si distinguono 
col nome di linee di curvatura j fa d'uopo ch'io ritrovi 
una nota espressione semplicissima del raggio di cur- 
vatura d'una linea piana. 

È noto che per ogni punto d'una linea piana qualsi* 

(*) Dirò una tolta per tutte che in questa tesi suppongo sem- 
pre che nei punti delie linee e delle superficie che si considerano non 
si abbiano singolarità, in modo cioè che le loro coordinate siano fun- 
zioni finite e continue delle yariabili indipendenti insieme a quelle fra 
le lore derivate che occorrerà di considerare^ ec. . . 
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voglia esiste un cerohio, il cerchio osculatore o cerchiò 
di cw^atura^ il quale ollr^esserè tangente alla cut'va nel 
punto considerato^ passa anche per uti altro pùnto delb. 
medesima a quello infinitamente vicino ^ ed è tale inoltre 
che trascurando gì' infinitamente piccoli dell' ordine supe- 
riore al secondo, un suo arco infinitamente piccolo del pri- 
mo ordine, contato a partire dal punto in questione , si 
può immaginar confuso coU'arco della curva, contato dallo 
stesso punto, e che sia stato assunto per infinitamente 
piccolo principale. ' 

Preso adunque a considerare un punto M d^una curva 
piana, e il punto M' ad esso infinitamente vicino, potremo 
air infuori degli infinitamente piccoli del terzo ordine, 
essendo MM' T infinitamente piccolo principale, ritenere 
che l'arco MM' appartenga al cerchio osculatore della 
curva in M. Allora condotta la tangente MT, e il 
diametro TM'N per una nota proprietà delle trasversali 
nel cerchiò, sarà M 'P =T M' xT N ; e chiamando R il 
raggio del cerchio, e denotando con h e k respettiva- 
mente le quantità infinitamente piccole M T ed M' T , 
si avrà 

h^=k(2R+k) 

Ora la quantità k^ infinitamente piccola di fronte alla quan- 
tità finita 2 R, può esser trascurata, e perciò si può rite- 
nere che sia: 

A«— 2 & R , 

da cui ricavasi^ 

In questa espressione R è appunto il raggio di curvatura 
della linea nel punto M considerato; e perciò si può dire 



c}m: fr n raggio di cw?atujra^ in m* puQto d'uoa purvai 
€. pi^^a^ è egualQ al quadrata d'uo^ lunghezza infinita* 
< mente piccqki contata sulla tangen^te a partire da questo 
«. pu<D,to diviso pel doppio delila porzione della normale alla 
€ curva condotta dall'estremo di quella lunghezza, e com-^ 
« presa fra questo stesso estremo e la curva. ». 

2. Dalla (1) deducesi subito che la quantità k è ìnfini* 
nitamento. piccola, del secondo ordine. Sa. supponiamo che, 
rini^jaendo h costante, oppur variando d'una quantità infi- 
tamente piccola d'ordine superiore al prim^, la quantità A; 
venga p^ qualche madp a. vari,are, e denotiamo con k' il 
n.uovo valore ch'elsa a^ssw^ie, e con R' il corrispondente di 
Ei sai^à 

p_p' ^'il Lì ^^ (^-k) 

^ 2{k~k'\'^2 ' kk' ' 

dalla, qualei si vede che, se la differenza k' — k è del 
seoondo. ordina, [vale, a dire è del medesimo ordine di 
k e &', l'altra differenza R— R' è una quantità finita. 

A. volere) dhinqiuie che qnest' oltimia diffec^iza sia iiftìfini- 
tamente piccola, è necessario e sufficiente che k' — 'k sia 
infinitamente piccola d' \m ordine superiore al- secondo. 
Ora, quando ciò avviene, per un teorema noto sugi' infi- 
nitamente pitecoli-, le' due. quantità A* e ft' potranno esser 
sen^pre sostituite Funa airaltra sia nella ricerca del limite 
d'un rapporto, che in quello d'una somma. 

Così pure, per lo stespp teorema, nella (1), alla k potrà 
esser sostituita la lunghezza TM", ossia la porzione di per- 
pendicolare alla tangente inalzata dall' estremo T della 
lunghezza h, e compresa, tra questo stesso estremo e la 
curva; perchè la diff^nenaa di queste due lunghe^ae^ 
essendo l'angolo ch'esse fanno fra di loro eguale all'angolo 
4i, QOia)ÌAg0QZ^^ è d^l teri5Q. oi:dine,^ e pwciò da trascmrarsi. 
U^ s^o puè dirw d'u^'altra \}ifxgk0^9i,^ TM'" quateivog^a 



la quale» faccia 000 TM', a coa^TM' V UQ atigoto infittita- 
mente piccolo. 

Per le stesse ragioni anche alla A, può sostituirsi, 
Tarco corrispondente delta curva, qualsivoglia altro infini- 
tamente piccolo del primo ordine, purché la differenza fra 
quello ed h, sia iufinitamente piccola per rapporto a cia- 
scuna di queste quantità. Tutte queste osservaziontsaraona 
utili nella dimostrazione sicguente. 

3. Sia un punto qualuiaquQ d^una saperSpie^. Z la. 
norn^ale corpispondente, ed OX^OY due rette oHogp-» 
n^li tracciate ael piana tangente in 0: Consideriamo la 
sezioni A, OB prodotte nella superficie dal piani, ZOX 
e ZOY respetti vomente; e da' punti a e 6, presi? i^espet- 
tivameote sulle rette OX ed OY a distante eguali ed 
infinitan^eQte piccole d^^ 0> sì tirino a quello sezioni le 
normali aAD , 6BE; e poi. s'igrjmaginino condotti i piani 
passanti per queste rette , l' uno perpendicQlariqente al 
piano ZOX, e l'altro al piano ZOY. Tali piani interse- 
canq U piano XO Y. secondo le rette infinitameote piccole 
aCj bc; incontrantisi nel punfa^ Cy. e la superficie «lecon^o 
le curve AC , BC. 

La tangente alla curva AC. nel punto A non sarà in 
generale normale al piano ZO X, ma farà colla norma- 
le A jP! a questo- piano un angolo infinitan^nte piccolo del 
primo ordine. Dieo che quest'angolo è eguale a qnello che 
la normale AD4 in A alla superbie fa colptano' ZOQL. Difat-» 
ti, la normale ia A alta superficie, esaendo perpendicolare 
$i piano tangente oQrrispoQdente, è pur perpendicolare a 
cìa^Qìtna delle rette A/, A^' tangenti i?esp€ittive^ nel punto 
A, alle due curve AC, AO. Ora Tesser perpendicelafe ad 
A f, fa sì ch'essa si trovi nel piano /AD; e l'esser perpen- 
dicolare ad A t, vuol dire che fa. con A D ossia col piano 
ZOX, un angolo eguale alTangolo tAp^ come volevasì 
dimostrare. 



- 246 - 

Vediamo di trovare respressione di quest'angolo. Chia- 
mandolo 9 è chiaro che si ha: 

. pÉ pc—tc pc — (Ce — C^) pc-^Ct — Ce 

Ap^^ Ap Ap Ap 

Ma per le osservazioni fatte nel numero precedente, è faci- 
le vedere che in questo rapporto possono sostituirsi ape, 
A a; a C < , B 6; ad Ap , a e. Infatti, ape può sostituirsi 
A a, perchè l'angolo che queste due lunghezze fanno fra di 
loro essendo infinitamente piccolo, la loro differenza è del 
terzo ordine, e quindi trascurabile di fronte ad esse; a e^ 
può sostituirsi B è, perchè la superficie essendo continua il 
raggio di' curvatura della OB nel punto è infinitamente 
poco differente dal raggio di curvatura di AC in A, e 
quindi per una medesima lunghezza h nella (1), o per 
una lunghezza che ne differisca d'un ordine superiore al 
primo, le quantità k corrispondenti sono sostituibili l'una 
all'altra. Per ragioni analoghe possiamo infine alla Ap 
sostituire la a e. Resulta quindi da ciò che Tangolo 9 ossia 
l'angolo DAD|, è eguale al rapporto 

Aa+Bb—Cc . 
ac ' 

il quale è positivo o negativo a seconda che la tangente 
alla curva AC è al disotto o al disopra della parallela 
condotta da A alla a e ossia, a seconda che la AD| è al 
di dentro o al di fuori del diedro XOZY. 

Ripetendo le medesime considerazioni per il punto B, 
si giungerà a provare che l'angolo E B E, è eguale all'al- 
tro rapporto 

Aa+B6— Ce 
b^ ' 
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e che, secondo che esso è positivo o negativo la noroiale BEi 
è pure, come la AD^ situata nel!' interno o alPesterno del- 
Tangolo XOY. Ma le ac e bCy respettivamente eguali alle 
06, Oa , che sono state presa eguali, son pur eguali fra di 
loro, dunque i rapporti precedenti sono eguali, e così pure 
gli angoli D A Df , E B E^ sono uguali fra loro, il che co- 
stituisce appunto il celebre teorema di Bertrand, che enun- . 
ci eremo così: 

€ Se in un punto qualunque 0, preso sopra una super- 
be ficie, si conduce la normale OZ, e poi, per 0, si fanno 
€ passare sulla superficie due linee fra di loro ortogonali, 
« sulle quali si prendono delle lunghezze iofinitamente pic- 
€ cole eguali OA , OB, la normale in A farà col piano . 
« Z A un angolo eguale a quello che la normale in B 
« forma col piano ZOB; e di più, le due normali sono 
« tutte e due nell' interno dell' angolo diedro A B, o 
« tutt' e due al di fuori >. 

4. Supponiamo ora che il piano A Z, girando attor- 
no ad OZ venga a coincidere col piano B Z; la normale 
alla superficie, nel punto A, yarierà essa pure di posizione 
e finirà col sovrapporsi alla normale in B. Si vede adunqfue, 
per il teorema precedente, che ci deve essere almeno una 
posizione del piano mobile A Vi, nella quale la normale 
in A alla superficie è nel piano stesso ed incontra quindi 
la normale OZ infinitamente vicina. E come abbiamo 
dimostrato che ad ogni sezione normale, ne corrispónde 
sempre un' altra, in cui V angolo indicato con ^ è lo stesso, 
e queste sezioni sono in direzioni ortogonali fra di loro, ne 
viene che per ogni sezione, in cui quest* angolo è zero, ci 
sarà pure la sezione ad essa ortogonale, nella quale il 
suddetto angolo è purè aero. Resta cosi dimostrata) che 
attorno ad un punto qualunque d'una superficie, ne esistono 
almeno due altri, ad esso infinitamente vicini ed in dire- 
zioni ortogonali fra di loro, tali che le normali alla super- 



ftcie tóhtl(rttè per* essi iflcotitmno la normale n^ ponto 
considerato . 

Rimane però a redersi che di tali coppie di direzioni 
ortogonali non ce n' è in generale che una. Per far ciò 
supponiamo che le sezioni normali A , B corrisponda- 
no ora ad tma di quelle coppie ortogonali, nelle quaK le 
normali alla superficie ne' punti infinitamente vicini ad 0, 
incontrano la normale in questo punto. 

Evidentemente, essendo zero T angolo J, dall' espres- 
sione (2) si ha qualunque siano a , è purché infinita- 
mente pìccole dello stesso ordine 

(3) Aa+B6^*=0c 

Ora, se indichiamo eoa R» , Rg ed R i raggi di- curva- 
tura respettivi delle sezioni A , B , C, nel punto 0, 
e chiamiamo y F angolo aO e , per la (1), si ha pure 

1 2Aa 1 2B6 1 2Gc 



R, Oa* 'Rg 06* ' R~0c2 ' 

e quindi 

Oa» ^, Ofe2 . Oc^ 

^^ = 2Rr '^*=="2F,'^""^FR • 

Sostituendo ora nella (3), e facendo 

Oa = Occosy , Ob=^0 e sen <p ^ 
trov^ 

_==._eos-y + ^sen*y, 
che è la formula d' Enler; daWa quale si ricava 

E di qui si vede, che supponendo per fissare le idee, 
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11 1 

^- > :5~ j ^^ ^ è una funzione continua di 9, sempre 

crescente a tnisttra che f va da a 4: 90^, -ed ha un sol 

minimo nel valore w-, ^ ^u sol massimo nelF altro -jd- • 
Ora, se oltre le direzioni 5>«=aO , f^^dO^ se ne av^essero 

per es. due altre y=« , y=x«-j-ò per le quali le normali 

infinitamente vicine alla superficie s* incontrassero, amèhe 

per quest^ ultime i valori corrispondenti di fc dovrebbero 

essere V uno massimo e Y altro minimo e questo è in con- 
tradizione con ciò che si è ora dimostrato; dunque possramo 
ritenere come completamente provato che per ogni punto 
d' una superficie esìstono due sole direzioni ortogonali fra 
di loro, nelle quali le normali alla superficie ne* puitti infi- 
nitamente *f icini a quello considerato godono della proprietà 
d' incontrare la normale in questo punto; e queste direzioni 
sono precisamente quelle che corrispondono alle sezioni dì 
curvatura massima e minima. 

Tali sezioni si dicono le sezioni principali; e i ràggi 
di curvatura corrispondenti raggi principali, 

5. Prendiamo ora a considerare un punto qualunque O 
d' una superficie, e siano A e B i due punti infinitamente 
vicini ne' quali le normali AC , BD alla superficie incon- 
trano respetti vamente in C e D la normale in 0. Intorno 
ad A esistono pure, per le cose dette, altri due punti, ad 
esso infinitamente vicini A' ed E, tali che le normali, in 
essi, alla superficie incontrano la normale in A. Conside- 
riaTnro di questi punti quello che unito con A fa colla dire- 
zione A un angolo infinitamente piccolo, e per esso ripe- 
tiamo lo stesso ragionamento. Verremo in questa guisa a 
trovare una serie di punti succedentrsì con continuità, e 
taK cfie le normali alla supefrficie condotte per essi, 8**ìn- 
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coQtrano dae a due, e formano quindi una superficie svilup- 
patile. 

flacendo altrettanto nella direzione OB; e poi ripetendo 
per ciascun punto della superficie quello che abbiamo detto 
per 0, si vede come si poiSsono cosi venire a tracciare sopra 
una superficie qualsivoglia due sistemi di linee ortogonali 
fra di loro, caratterizzate dalla proprietà che le normali 
alla superficie lungo i punti di ciascuna di esse formano 
una ^ superficie sviluppabile. Sono queste le linee che si 
chiamano di curvatura, 

^' ' Osservazione — Una linea geodetica d' una superficie 
oon puòesser linea di curvatura, se non quando è piana. 

6, Ad ogni linea di curvatura A A' . • . corri- 
^gpnde la linea de' centri C , C , C . . . , la quale, 
esseado lo spigolo di regresso della superficie sviluppabile 
.dejle normali, è un' evoluta della prima linea. 

Se immaginiamo ora che la linea di curvatura conside- 
j'alÉ^ muovendosi e cambiando convenientemente di forma, 
venga* a sovrapporsi a tutte le altre linee di curvatura del 
medesimo sistema, e cosi a generare la superficie data, la 
linea dei centri corrispondenti genererà pur essa una super- 
ficie che gode della proprietà di essere tangente a tutte le 
normali della proposta. Quella superficie si chiama la super- 
ficie evoluta di questa. 

Parrebbe a prima vista che le superficie sviluppabili 
formate colle normali relative ad un sistema di linee di 
curvatura toccassero la superficie evoluta corrispondente. 
Ma ciò non può essere per la ragione che due genera- 
trici consecutiva di ciascuna di quelle son. tali che la linea 
fihfi unisce i loro punti di contatto sulla evoluta, si confonde 
al. limite con una delle stesse generatrici; e perciò non si 
può asserire che il piano formato dalle medesime, risulti 
tangente alla superficie evoluta. Tornando dunque a con- 
siderare il piano A C del n.^ precedente non si può dire 
che sia tangente alla superficie de' centri C« 
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Invece il piano B C lo è certamente, perchè .eìssd coti-* 
tiene oltre alle due tangenti OC , BG alla detta superficie; 
anche la retta che unisce i loro punti di contatto, la quale, 
al limite, è distinta da ciascuna di esse. Ciò vuol dire che 
il piano A C, essendo perpendicolare a B C, è normale 
alla superficie de' punti C; e la linea G G\ che ha per 
piani osculatori i piani come A C, è una geodetica di 
questa stessa superficie. Dunque: « le linee che sulla saper*- 
« ficie de' centri di curvatura principali sono le evolute 
€ delle linee di curvatura corrispondenti, costituiscono un 
« sistema di geodetiche di questa superficie ». 

È questa la proprietà importante che dette luogo a 
Weingarten di dimostrare quel bel teorema sulle super-i 
ficie evolute di quelle nelle quali un raggio di curva- 
tura è funzione dell' altro; e di cui ho fatto cenno nel- 
r introduzione. 

Quello che si è detto per un sistema di linee di cur- 
vatura si può ripetere per l' altro; e così è resa evidente 
l'esistenza di due superficie evolute d' una superficie data, 
che sono, tangenti a tutte le normali di questa e inoltre 
son tali che i piani tangenti dell' una, sono piani normali 
neir altra . 

^ II. 

7. Sia ancora A A' A" . . . la linea di curvatura che si 
considera, eCC C" . . . l'evoluta corrispondente formata 
dalle normali alla superficie. Si conducano le tangenti AG, 
A' G' . . . alle linee di curvatura dell'altro sistema lungo i 
punti della lìnea A A' A" . . . dico che esse form.ano una 
superficie sviluppabile . Difatti , le rette A G , A' G' . . • 
essendo tangenti alle linee di curvatura del secondo siste- 
ma, sono situate ne' piani G A C , G' A' 0' . . • , normali 
alla linea di curvatura AA' A". . .e fanno respetti vamente 
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eoUe AH , A'C . . . cornspcmdeQti (cioè, obe ptrtODO dagli 
stessi paoli di A A' A'' . . . ) un angolo retto; esse dunque 
costìtoisdono trna serie coDtinua di normali alla linea 
A A' A" * « « facenti ^cm aogoloucostante colle normali cor- 
rispoiidfenti dell'altra serie AC , A'C . ., che già formano 
ttna superficie sviluj^pabile. Ora noi sappiamo che per pas- 
sare da un' evxÀMa, d' una linea qualsivoglia ad un' altra, 
teiste far ruotare le normali che inviluppano la prima d'uno 
stesso angolo attorno al punto ove incontrano la curva, 
senza pwà larie usdre dal piano normale, ove ciascuna di 
esse è contenuta, fòli è perciò, che quando, applicando 
questa regola, -si passa dall' evoluta C C . . . di A A', a 
quella cheisi ottrene facendo girare le normali che la invi- 
luppano d' un -angolo retto, le nuove posizioni che queste 
vengono ad assumere isono evidentemente quelle delle tan- 
genti AG , A' G' . . . Queste rette adunque debbono di 
necessità incontrarsi due a dne^ ne' punti G , G\ . . , e dar 
teiogo quindi ad una superficie sviluppabile, come dovevasi 
provare. 

8. Uniamo ora i punti C e G , C e G' . . . ; saranno le 
t<eWe C G , C G' . . . , le generatrici della superficie delle 
rette polari della linea di curvatura AA'A" . . . per cui se 
da un puDto qualunque di questa linea, A per es., s'ab- 
bassa la perpendicolare A P sulla retta polare corrispon- 
dente C G, questa perpendicolare ci rappresenterà in gran- 
«dessza e direzione il raggio di curvatura ordinaria della 
linea nel punto consid^ato. Inoltre, osservando che il 
f>iaino osculatore in A della curva A A' ... contiene la 
A P e la tangente corrispondente ad A A', e il piano tan- 
gente alla superficie nel medesimo punto contiene la AG 
•e la stessa tangei^te; e le A G , A P sono situate nello 
"Stesso piano normale ad A A' in A, si vede chiaro che 
T anjjelo G A P^ àie la normale A P fa con G A , misura 
rìndlin&zi^ue del piano osculatore della linea dì cnrva- 
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tura^ sui piano tangente allia superficie. Perciò^ se pò- 
nìamoA C=R^ , A P**«p , PAO=^a , kO^R^ , dal tri- 
angolo ACP , essendo Tatìgolp C=a, ^retno 

(5) psi«=R| sea à 

• * . j 
che non è altro che la formula dì Meun^er applicata alla 

linea di curvatura; e dal triangolo A P 0, avremo pure, , 

' • ■ ■ . i ■ 

,f.. 1 còs « 

(6) g;,- — - 

Ora da un teorema noto sappiamo che la curvatura 
geodetica in un punto d' utià linea tracciata sopra una su- 
pei^ficie è sempre eguale al prodotto della sua curvatura 
ordinaria in quel punto, per il coseno delf ang:olo che il 
piano osculatore della lìnea fa col piano tangente alla su- 
perficie nel punto considerato. Segue adunque da ciò che 

1 1 

il rappcNTto 5- = ^-p ci rappresenta la curvatura geode* 

tica deSla linea di curvatura al punto A, e che A G oe è il 
ràggio di curvatura geodetica corrispoùdente. Dunque: « le 
€ porzioni ddle generatrici della superficie sviluppabile 
% drooscrilta ad una superficie lungo una linea di curva- 
€ tura, comprese fra i punti di questa e i punti corrispon* 
€ denti dello spigolo di regresso rappresentano in grandezza 
€ e direzione i raggi di curvatura geodetica relativi ai 
€ punti della linea di curvatura stessa >. 

I panti dello spigolo di regresso li chiameremo i centri 
di curvatum geodetica corrispondenti a' punti deDa 
linea di corvatnra. 

9. Immaginando ora che la lìnea di curvatura si muova, 

e modificandosi ài torrnsL, venga ad assumere la posizione 

di tntte le linee di curvatura del medesimo sistema, lo 

spigola di regresso della superficie sviluppabile drcoscrìtta 

S. A\ Lib. IV. 18 
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alla superficie verrà a generare . una nuova superficie che 
ha per ' tangenti 1^ tangenti; allQ line^ .di curvati^u^a dei 
secondo sistema^ ,^ sudila quale si .trt)v4t^p i centri di curva- 
tura geodetica delle lìnee dei primo . 

Si dirà questa la. superficie de" centri geodetici rela- 
tiva a tal sistema. 

Lo * sfesso è a dirsi dell* àltrg sistema di linee di 

• . • i ' ' * ' 

curvatura. • = 

Si vede dunque: l."" che mentre le normali ad una su- 
perficie lungo una linea di curvatura s'incontrano due a 
due, determinando i centri e i raggi di curvatura princi- 
pali corrispondenti, le tangenti condotte all' altro siafte- 
ma di linee di curvatura lUngo i punti della line^ in que- 
stione s'incontrano pure due a due^ e determinano in 
tal maniera \ centri e i raggi di curvatura geodetica 
corrispondenti a' suoi punti; 2.° che, mentile gli spigoli di . 
regresso delle sviluppabili delle normali, relativa a ciascuno 
de^ sistemi di linee di curvatura generalo una ( superficie a 
cni«on tangenti tutte le nortniiU della superficie d^tli,' gli 
spigoli di i^egresso invece delle sviluppabili <JÌrcoseritle alla . 
superficie secondo le linee di un medpi^iq^o.^ìstemajdanpo. 
origine ad una superficie alla quale son tangenti; soltanto le 
tangenti ali? linee dell' altro sistema., ., . • 

Si |)otrQbbe ora. aggiungere altresì c|ip mentre ciascuna .. 
svjiupp^bil? formata colle riprm^Lli. alla superficie lungo, uq^j^ 
linea ^i curvatura taglia tutte le s^viluppabili app?irteqf njti ^ 
all'altro sistema secondo linee rqtte e. acj.angplo retto, 
invece ciascuna delle sviluppabili circ9SGri^te a^e. l^peei di 
un sistema tocca tutte quelle d^U'aJtrp sistema secondo ,le\ 
tangenti alla corrispondente linea di contatto. . ( , 

10. Abbiamo già vedute^ {\^^ 6) che ilpiapp GAQ n^r- 
n^ale in A alla linea di qurvatura. A A' - ♦ .j è tangente in,,C . 
alla superficie de' centri di: curvatura, principali corrispon- 
dente; e di più (n.* 8) che Tangglo i\CGforin^to,^aIla,rjE|tta 
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polare CGcolIa C A, è eguale all'angolo che il piano oscular 
tore corrispondente della curva A A'. . . fa eoi piano làiigentè 
alla supel^éie nel medesimo punto A. Segue da òi'd chél: 
« nella ei^olùta dì uiia superficie qualsivoglia, le* dilezióni 
coniugate delle tangenti d^unà stessa, gdddetica ^he è Vwó^ 
€ luta d' una linea di curvatura dellet supéhficie dalta^ sonò 
« le rette polari di queste stesse linee; gli angoli che'to 
« toedesime direzioni» fanno colle stessè tangenti soufo eguali 
€ a quelli ch« i' piaufi osculatogli 'corrispondenti fanno' «di- 
« pìa^i tangenti alia «uperficie; quelle d^^ezioniicoriterig6tì!ÓH' 
« inoltre i centri geodetici corrispondenti d^lie linee di cui*- 
« vatnra, ad una distanza dal punto di contatto che é 
€ eguale alla radice quadrata della somma de' quadrati dal 
€ raggio di curvatura principale e del raggio di curvatura 
< geodetico corrispondente > . 

11. Dalle cose dette (u/ 8) resulta subito evidente 
un teorema dovuto al Prof. Brioschi, sulle superficie che 
hanno le linee di curvatura didanie, vale a dire a curvatura 
geodetica costante. Difatti, se una linea di curvatura ha la 
sua curvatura geodetica costante, la sviluppabile (Srco- 
scritta alla superficie data r lungo < la medesima linea si 
riduce ad un cono, il vertice del quale si può considerare 
come il centro d' una sfera di raggio uguale al raggio di 
curvatura geodetica costante, e che taglia là superficie- ad 
angolo retto< sck^ndò la linea di curvatura considerata.' 
Possiamo quifadi enunciare il seguente teorema del Jirof/ 
Brioschii < se una superficie ha un sistema di linee di* 
4c cìirvatura didoni^, queste sono anche sferiche ed 'appstrtèn-^ 
4c gono a sfere- che 'tagliano ad angolo retto la su^fiéiè, e 
«il cui raggia è eguale* al raggio di curvatura geodetlèà • 
«delle stessè linee ». 

Reciprocamente: <f Se una superficie ha un' sistema di ' 
4C linee di curvatura sferiche e tracciate sii sfere normali 
4c alla superficie esse sono didonie ». In vero^ con quésta 
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ipotesi si vede subito che la sviluppabile circoscritta alla 
superfìcie secondo eiascuns^ linea di curvati^i^a d un cono 
cq[ yqrt^cQ nel centro della sfera a cui quella linea appar- 
If^^e, e che ha per conseguenza tutti i suoi iati eguali al 
i:aggip di q^estA* Dunque, il r^gio di curvatura geodetica 
di cia^uua di queste liue^ è costante; e le ipedo^iti^e linee 

801)0 didonie. 

:. 12. Possiamo ora, serv-wdoci delle formple (5) e (6> 
ricavare una relazione semplioissim^i d^e esiste fra la 
QUf vatura della seizipnó principale t^ugente ia w punto 
ad unfi linea di curvatura, e le curvature ordinaria e geo- 
detica di quella medesioui linea nell stesso punto. Dilati!, 
dalla (5) abbiamo 

1 sen (X 

r7 T 

é dalla (6j 

1 cos a 

quadrando e sommaodo. si ha apfwato . . 

1.11 



Dunque: « il quadrato della owvatura.oi^inariain un 
€ puntQ d'una linea di curvatura è eguale alla somma d#i 
€ q^uadrati della curvatura geodetica della medpsinia liaea, 
€■ Q della curvatura della sezione prinoipafle tangeisite a)U 
< lifiea di curvatura neli punta considerata ut*. 

13. ÀI n.® 6 abbiamo dimostrato che gli spigoli di 
regresso delle sviluppabili formatei dalle noi^iuali all^ l^p^r-^ 
ficie e corrispondenti ad un medesima sistema di liue^ 4i 
curvatura, sono altrettante geodietiche della wperficie dei 
centri di, curvatura corri^ndente. Yedi^imo ora, se tale 
proprietà si mantieue rispetto aUa. superfiicie de' centri 
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geodetici; se, cioè, gli spigoli di regresso dèlia sviluppabile 
circoscritta alia superficie lungo ciascuna linea di curvatura 
del sistema considerato costituiscono iln sistema di geòde« 
tiche della superficie de' medesimi centri. 

Sebbene le due tangenti AG , A'G' dello spigolo 'di 
regresso G G' siano pur tangenti alla superficie E de^ cen-» 
tri geodetici) non si può asserir lo i^tesso del pi^no che le 
contiene, cioè del piano tangente in A alla superficie data': 
inquantócbè la retta G G' cbe unisce i loro punti di contatto 
si confonde al limite con una delle stesse rette, òioò còlla 
A' G'. Invece, se noi abbiamo riguardo al piano osculatore 
della linea di curvatura AB dell' altro sistema, appuriscó 
chiaro che àrdesse il piano tangente in G alla superficie IL 
Qaesto piano contiene infatti due tangenti consecutive della 
linea A B, cioè la A G e la B G^, le quali toccano in G e 
G| respettivamente la superficie E. 

Ora quando E non si riduce a un punto o a una linea 
e non siano in punti singolari di essa, i punti G e G| son 
' tali che uniti fra di loro, là retta G G^ ò certamente 
distinta dalle AG e B G|; per òoosegueiiza il piano oscu- 
latore considerato, contenendo le tre tangenti AG , BG| , 
e GG| alla superficie^ E, ne è al limite il piano tangente 
in G, come dovevasi dimostrare, ^ 

Sì ha intanto questo risultato che: t la superficie dei 
€ centH geodetici relativi ad un sistema di linee di curva- 
le tura d' una superficie qualunque è inviluppata da' piani 
< osculatori deiraltro sistema di linee di curvatura >v 

Da ciò risulta subito che la linea G G' « . ; la quale ha 
per piani osculatori i piani tangenti alla snperfilcié lungo i 
punti di Ak'..y non può esser in generale geodetica della 
siiperfioie de' centri geodetici; e soltanto lo diventa quando 
i piani osculatori del secondo sistema di linee di curva- 
tura sono normali alla superficie, ossia quando questo se^ 
còndo sistema di linee è formato da geodetiche della super- 
ficie stessa. 
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Ora ^ noto che in tal caaó la saperficie data 8Ì può consi- 
derar come geoierata da una lìnea qualsivoglia che sia de- 
scHtta sopra il piano tangente d'uoa< superficie sviluppabile, 
mentre questo piano ruota, però senza strisciare, attorno 
alle generatrici successive -della medesima superficie: dimo- 
doché' il esterna di 4inée geodetiche è dato- appunto dalle 
posizioni successive della linea mob!Ìli9>.e l'altro sistema 
dallie linee che ciascuno dei suoi ponti^ durante ,il movi- 
mento viene a.dpscrivere. Ciò ammésso è facile vedere cha 
\é linee di curvatura di quest'ultimo sistenia hanno per su* 
perficie polare cpinune la sviluppabile direttrice, la quale 
è ai itempo , stessa la superficie: ieroluta e quella de' centri 
gabdetici. - ' : 

!: Dunque: « nel caso particolare soltanto che un sistema 
« dD linee* di curvatura sifi form[ato.di*geòdetich0> le lineò 
« che sulla superficie dé!l centri geodetici sono le evolute 
#c dell'altro sistema di linee :di curvaturai^ sono g^detiche 
e di quest'iultima superficie,, là quale viene, in tal caao ad 
« essere. una superficie sviluppabile »1. 

Si può noliare inoltre «he. le duo geodètiche fortnate dai 
cetìtri C e/G, hanno, ne'ipunti corrispondenti, direzioni 
eomplementarie, .o che esse non po§sDno . essere trajettorie 
delle generatrici della superficie su cui sono tracciata,) se 
àoia nel caso (dì;e. le: linee di curvatura del sistema non 
geodetico, taglino la superficie sotto un angolo -.costante, 
cipè^ siatio anch'esca linee piane, come vedremo in seguito. 

14, Ua: caso particolare, delle superficie, sopra conside- 
rate, ce l' offrono le superficie. Mna/i; ; . 

Queste in. generala si .definiscono come l'inviluppo d'una 
sferà,di raggio costante^: il !cui centro si muove sopra una 
linea data a piacere, oppure si considerano coisie generate 
da un cerchio di raggio costante, il cui centro si inuòve. 
lungo una linea data, mentre il suo piano si conserva sem- 
pre ad essa perpendicolaroi In tal caso, è evidente che.il 
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:8ist!émà di linee di oarvaturO'igieodetiche ò oostitaito dalle 
poaiztonb«]icp^83Ìve.del'cbrckio mobìleyle em tangenti ìqvì^ 
luppanb'.iapputito la Superficie polàref della Unea< direttrice: 
lai SHperficie'è doD^ueila superficie dei centri geodetici. Si 
può^^ùì'ndi! ooncladèr^ che nelle i=superfidecfinali^> menile 
un sistema di linee dicurvaiura è geodetico!, l'altro siistem^t 
àa i:suuU eentri: geodetici i tutti sitnsati sopra qnai sapérflole 
sviilcippabile là quale si' ridice .ad "unieono^ quando: la linea 
diretèriieelè piana, e <ad; unla.retU qiiando la medesima^ di^ 
réttrké è.clroolaGei Iti «torà à. compreso in! quest'ultimo 

-r • I- :MMiM. ■ ./ 

i -.151 Passiamo ocH ;a studiare altre proprìeià ideile ; libee 
di curvatura, e a dimostriarne i.. principali teoremi, fservénr 
doci eHckj^iv&menté 4elle rélasioòi che esistono fna Id made- 
simd lineee le lot*o. rappresentazioni sferiche 'fatte còl :mer 
todo dr Gau^sj vale a: dire, conducendo pel centroj d'Anna 
sféra:di raggio uno le parallele alle .norniaU (iesteto^. ot 
intèrne all^ superficie della. quale si. ciercanq ìé line^ di 
ourvàtura, e oonaiderando come corrispondenti. i punti della 
superficie e della sfera che hanno le normali paràlleLe. / 

t i::Sia AB una lineadi curvatiira qualsivoglia ;déÙa super* 
fida data, ab la xsoiris^òndente: sferica; di maniera che <àd 
A corr£^n4a <ay :a':B j 6. :Pòichèiiiràg^i>ia](^:it;òide}}e:>8!fiGre! 
aofaO'TOspetiiyameiitaipaaralleli alle nonmalii iQA^iGB: deUai 
èhperfioie,'. il: piano :(?<a;^ à' :pacallelo'!:al ipiaiMKiiOABi,^ e 
la. tangente in a alla ab è parallela aUà tangente tini 'A 
aliai AB; : si paò< >dire in tat^ta che,, nelle - raj^'presentai^oni Idi 
G«iD3S^'le>telng6nti delle linee .die sulle : sfere oórrispònd^^ 
alle litM^/di cujrtlatuna della superficie sonò, ne' punti cqrri? 
sponflèntì^ Te$p6ttÌTanientè< parallele a q^uelle delle liQee 
di duptf atura stessa. Dunque: ir come nelle sbpierficie le 
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< linee di curvatura fórmauo un doppio sistema di linee 

< ortogonali, cosi nella sfera , le loro rappcesentauoni 
.^formano pure un doppio sistema di linee ortogonali »• 

Come conseguenza di questa notissima proprietà si ha 
ancora che i piani normali della linea di curvatura AB sono 
paralleli a . quelli della linea sferica aÒ\, « lo stesso avviene 
delle loro respetti ve int^sezioai^ cioè, delle rette polari } rai- 
gioiieper cui ^i angolLAGG, acg vehgoho ad. essere egoali 
fì*a di loro. Ma l'angolo ACG, lo abbiamo gi^ dimostrato 
uguale airinclinaeione che il piano osculatore della linea ha 
sul piano tangente alla superficie; e Tangolo acg è misurato 
dall'arco ag normale ad ab^ in a, cioè, nel punto corrispon- 
dente di A. Ne segue dunque che: «gli archi di circolo mas- 
« Simo normali alla linea sferica , che è la rappresentazione 

< d^una linea di curvatura, compresi fra la stessa Khea e 
« la sua evoluta sferica^ misurano gli angoli ohe ì piatii 
« osculatori ne' punti corrispondenti delle linee di. curvatu- 
€ ra fanno co' respettivi piani tang^ti alla superficie ». 

16. Questo risultato potrebbe essere utile per studiare 
il modo col quale varia l'angolo che il piano osculatóre' in 
ciascuno de' punti d'una line^t di curvatura fa col respetti vo 
piano tangente alla superficie. È chiaro infatti che il diffé^ 
renziale di qqest'angoio è eguale all'arco elémeatare della 
evoluta sfei*ica delia linea che ò la rappresentazione^ sulla 
sfera della linea di curvatura considerata; è choiun arco 
qualunque 'dell^ medesima evoluta, per una. proprietà giÀ 
BOtai, misura la differenza degli angoli che i p^i osouia'- 
toci I alla linea. 4i ounvatùra^ ne' punti corrispóndenti : agli 
èstnemi di quest'arco fanno co' respettivi piani. . tangenti 
alla superfioie. Tatehà quando* si; avessero* a; coniì&iderace 
superficie tali che, in esse, un sistema di linee di curvatura 
rappresentato sulla sfera di^sse luogo a linee aventi' una 
medesima sviluppata sferica ( ciò che vuol dire che i piaA^i 
osculatori, delle linee del medesimo-sistema lungo ' lo linee 
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dell'altro sistama sono paralleli fra. loro) ^ y^drabbe subito, 
per ^6220 delle osserTazioni precedeati, ohe i pi^Qi tangenti 
alla suparficie> laaga un^; stessa Imeàdi curvatara^ falnno 
un mf àmpio angolo co' piani corris{>ondenti ( cioè.^ ebe i 
lorq punti di centatto^ srmo sopra ima stessa line^^ di carrai 
4àira dèiraltro sistepfia).obe sono tangenti alla superficie iie^' 
punti d'inna linea di : curvatura ;qèalunqae del inedesìme 
ìsisteina, e quindi che i' ioclinaaioue de^ piani osculatori 
alla stessa linea di curTatura sulla supérficia varia d*uaa 
quantità costante nel passare da una qualunque di e§8e ad 
un'altea « Di tali pr^oprietà goderne appunto le superficie 
studiate da Picard, quelle, cioè, che hanno un sistema 

di linee di curvature sferiche e situate su sfere concen- 
iriche^ Difatti, in tal caso, i piani normali di tutte le 
Unee sferiohe passano ciascnno per il centro comune ddl^ 
sfere, e' quindi le superficie s^jluf^abilì delle normali, 
hLùfp^ le linee dell'altro sistema si riducono o a piani 
o a cerni eoi vertice in quei medesimo centro. Ora questa 
seconda' '^teu non- è ammissibile^ perchè la supc^cie 
data dovrebbe allora iridarsi ad^ nna sfera, caso* die noi 
esoludiaflàOv Si vede adunque che le linee dett'altiro sisfiema 
non solo spno piane ma ancóra geodetiche^ e i loro piani 
iùviiluppftno una superficie conica coL vertice nel centikv cà'^ 
iiiime della sfera^ su cui sono .traoeiate le linee . dell'altro 
siètema,* Tali, snporfieie possono aliora ritenere come geneU' 
rate da una linea tracdatfi sopra il piano tangente* ad. unii 
superficie conica^ mentre, questo! piano. si mnovè,. perdi senr-r 
za strisciare, attórno alla generatrice snceessiva della stéssa 
superficie; pei^ cui si vede.diiaro ehe.il sistema, dii linee di 
curvatura sferiche rappresentate sopra una sfera di . raggio 
imo ha .nna-medesima' sviluppata sferica e perciò le. siiperfi-> 
de di Ptrar^godonò- appunto ddle pri)|irieth di cai «dicevo 
sopita. 

It. Bopo iAò die abbiamo concluso al n.:15; il teoremi 
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ma di Joàcbimstal soUe linee di curvatala piana è reso 
evidente. Quando inCaitti una linea di earvatura è piana 
la linea sferica che la ràppreittnia, dovendo avere, le soe 
tangenti parallele aU|e tangenti df quella sarà- par piana, 
e dovrà quindi ridursi. ad un cenehio; Ora la sviluppali 
sferica d* un cerchio essendo un punto, ^ gir archi bbe-mi^ 
«orano gK àngoli che il piano della, ilinea di corvatura, 
ne' suoi diversi punti, fa colia sàperìkie son tutti ^aali 
fra loro; Io che ci fa concludere che il i piano stesso taglia 
la superficie sotto un angolo eostante- 

..Laj.reciproaak di; questo t^ol:eaDla; è;pur'vétti,'e la. si 
dimostarerebbe subito facendo delle qondideraàioni analoghe 
alle precedènti. .^ .; * \l 

18. Dimostriano davecé un altro teorèma parinoto ina 
pì&.gwerale di quello, di Jpwhimiial; esso pud- éoUnciajris 
pQ9Ì:.« Se due suj^et^^ iqualsivdgii^no sltligUa^osepondo 

< utta linea che è di .curvatura per ambedtie,^esfi^ si; tagjljart- 
« no secondo un angolo costante, e vicèYeiTsal se -esse, si 
«tagliano aotta angolo costante .la. linea d'intersezione è 

< linea di curvatura ddl' Una, lessa. lo è. addile • dell' altira.»* 

Infetti^ . sia A 6 iì tiui^a di wifvatura comnoe. iiidue 
supèffideiS e S'; : Ai C , B^C due normali laU^it^uperfcie S^ 
ed AG' , BC duemomali ad S'. CSondueiamoJeipfu^^eie 
oà'^'ch sSXq tiortnali di S, e. le \cii\ , xr^'^elle' dorniali 
diS'; si vede sabito jche.ie due J^inèé: sferiche a hi.^ioMÌ'j 
dovt^idn asreee la mae^siÉiaiavfli^^pàta^^oBonn tiubU >1 loco 
ponti' egnalmente. distanti^ fra pli* loco,.. p^Di coi gliiiaiifhi 
aa' yhV éono!eguali,'ea)rì.pttre gli angoli ;CAO',€BC'.;; 
danque^ledue superficie si tagliano secondo :Un' angple 
oést^ote^ 'V: '\< ! .'•■*','■ i 

- Reeiprocamente^ supponiai^o date «le. due superficie" si 
taglino sotto nniad^goio cioétante^. e che Ila. liuea/AB; sia 
linea di curvatura di S; si vuoi dimostrare ch'ossario ò 
anco di S^ I Invéro^ sia a & la ra{t]^reselnta|iione ^fertcja di 



ABi, sarà la lafigciute'itàr.a alla a ò!t)araUela'aUa tangente 
i» A^ alla : A B.. Si coqducàno le parallela ; c.a' ; , e &' n»ile 
AC > lìG; normali di S';.e8s^^ perripcltè^i fatto> determir 
neranno sugli archi di circolo m^assioK) tì^a' y;è6:'.nK>rmali.i9d 
a& dalle! lunghe?ize costanti; e perciò sarà 111, tangente in fltf 
alia curva a' b' par^^jlela alla: tangente, in a,^ ed. -anphp 
alla tangente in A alla curva daita. fle seg\ie che ilpian? 
ta)ageutej secondo la generatrice: jsoi',.. alla silperficie coniqa 
che ha le sue generatrici parallele alle normali. dalUsup^r?» 
ficie W' luftgo. |a linea ABj contiebe al limite, tre rett9 pa- 
rallele resp0Uiv$anente alla tangente in A^ di AB), le^alle 
due normali G'A , C'B; ciò Vuol dire cherqueste; due nopr 
iqali sono in uno- stesso piano, e. perciò s'incontrano. iPupfT 
que, le normali della superficie S' lungolaiAB^ipcontrai^- 
doai due a due, questa li neia è di curvatura anche. per/S', 
come daveyasi ditnostirar^. .; .'. < ;-: ...,! ; .. , i^,\^ 

Da quésto' teorema si déduqonO. suWtO , come icasi 
particolari, quello di Joachimsial pel piang, -e^ iUin aJLtro 
analogo per la sfera. Difatti, ogni; linea gitjaata, sopra un 
piano, sopra una sfera, pMendosi ritenere: come linea, di 
curvatura di questa superfioie, tutte le v(j>lte<jhe.u9a lin^ft 
tracciata $ppr^ una superficie, sarà pi&na.p,sferjicaiil:p^«|'nQ 
o la sf^ra; fcortispoiidente taglierannajasjupef ficie .scK^pndQ 
un.angolo. cQstapte; e.viceveraa, quando un i piano od. pnji 
sfer^ tagleranno una. superfi,cie data ;sol|tft 'pa.angpjq 
costante,: la linea d'intersezione sarà linea di ; ci^rvatn^rfi 
della superficie medesima. .. , 

19. Nelle superficie sviluppabili è facile* vedere; ?he, Je 
linee di c,urvatura sai)i0{le generatrici, e le loro <<t;raj attorie 
ortogonali' Se facciamo la rappresentf^zioue sierica d'upia 
di qijuesteisiapeirficje, evidentemente non otteniamp che.un?^ 
s^a-Unea.sulla sfem, cioè la linea delle intersez^pni 'del)>^ 
perpendicolari al sistema di piani, inviliippanti la.superrficiQ 
data; la qual linea gode della proprietà d^aver le sue tan- 
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genti parallele a quelle delle traiettorie ortogonali delle 
generatrici della sviluppalnle. Vediamo subito di qui che 
non si può considerare una superficie sviluppabile con 
tana linea di curvatura piana, sema che abbia anche tutte 
le altre linee di curvatura piane e situate in piani parai* 
leti, é di più senza che si riduca ad un elicoide sviluppabile^ 
il quale ha per spigolo di regresso un'elica tracciata sopra 
un cilindro colle generatrici perpendicolari a' piani delle 
linee di curvatura. 

Viceversa, un elicoide sviluppabile ha le linee di cur- 
vatura piane e situate in piani paralleli. Olfatti, le medesi- 
me linee non isono altro che le evolventi dell' elica spigolo 
di regresso, e come tali, avendo per superficie polare 
comune il cilindro su cui è tracciata l'elica^ sono di neces- 
sità piane e Situate su piani perpendicolari alle generatrici 
del cilindro. Si può perciò dire die: € gli elicoidi sono le 
4. sòie saperficie^sviluppabili che abbiano le linee di curva- 
« tura piane». 

Si vede anche che le linee di curvatura d^ un elicoide 
sviluppabile sono le evolventi delle sezioni rette del cilin* 
drò; su cui è tracciata T elica spigolo di regresso; e 
qtìindi' che nel caso d'un elicoide il cui spigolo di regresso 
iBia un' elica appartenente ad un cilindro di rivoluzione 
le liilee di curvatura sono tante evolventi di cerchio, e 
nel caso d'un elicoide che ha per spigolo di regrèsso 
un'elica cilindro-conica son tante spirali logaritmiche, 
come già ebbi luogo di far notare anche nella mia tesi 
Sulle linee a doppia curvatura. 

20. Prendiamo ora a considerare una superficie che 
abbia tutte le linee dì curvatura piane, e cerchiamo quali 
t^elàzioni di' posizione esistano fra ì piani di quelle linee. 
Perle cose dette precedentemente, la rappresentazióne 
sulla sfera si farà in tal caso per mezzo di due sisrtemi di 
cerchi ortogonali fra di loro, i piani de' quali saranno pà* 
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rallelì ( ciascuno al proprio, corrispondente ) a quelli della 
lioee di curvatura 4^1a superficie. Se ora consideriapio upo^ 
qualunque de' cerchi del primo sistema, ^i vede subito che 
i) pqno retto circoscritto aUa sfera secondo il medesimo ha 
i\m> vertice situato sopra cia3cuno de^ piam de' x^erchi del 
secondp sistema; eia ch^ vuol dire che tutti questi piani 
passano pel rn^esin^ vertice.. Quello che avviene p^ uno 
de' coni, lo ai puO ripetere per tutti gli altri^ resulta adun-f 
qu^ da ciò che il secoi^do sistema de' piani de' cenobi , Ao^ 
v^tìdo avere un'infinità di punti a comune (i vertici de' > 
coni retti circoscritti ai cerchi , dell' altro sistema ) passiono 
tutti per una stessa retta ix;y. 

Il ragionamento è evidentemente applicabile all'altro, 
sistema di cerchi; dunque ancbe i pi^ni di questi passano 
tutti per una stessa retta a?' y'. Dico ora che le due r^tte 
^y 9 ^'y' sono perpendicolari fra di lorq. Consi^teriamo 
infatti una qualunque delle due rette^ per es. Isixy; essa è 
il luogo geometrico de' vertici d^' coni; rel^i. circoscritti ad 
un 9Ì9tema di oercbi della f^feca; tali^mte che ad ogni puQto 
della medesima corrisponde. sempre un ci^ook) .della sfera, . 
il piano del quale passa per Taltra retta ssy\ , 

Quindi ai^che i) punto all'infinito della retta deve ayer^ 
il suo cerchio corrispondente, che sarà il cerchio di ooch 
tatto fra la sfera ed il cono retto che ha per vertice quel 
punto. In questo ciaso il cono si riduce al cilindro circo- 
sfitto alla sfera paralleiamente alla retta 41? y ; ed U piano 
del cerchio di contatto (che è un cerchio massimo) ò per 
conseguenza perpendicolare ^ qijLeata stessa retta. Ma d* al« 
tra parte quel piano, come tutti gli altri del madeeioM) 
sistema^ deve contenere la retta a/y'; si vede dunque che 
le due rette xy j x y sono perpendicolari fra di loro « 

Tornando ora alla superficie primitiva^ possi^tmo dunque 
enunciare il seguente teorema, dovuto a Bonnet: 

€ Se tutte le linee di curvatura d'una superficie sono 
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€ piane, i piani di ciascim sistema sono paralleli ad nna 
€ stessa retta fxt/j o oc y )^ e qnesta due rette sono per- 
€ pendìcolarì fra di loro ». 
''21. Nel caso particolare che le linee di carvatnra 
d' ttn sistema siano piane ^ e situate in piani paralleli 
fra loro/ la rappresentazione sulla sfera delle medesime 
&cendorf aHora per mezzo d'nn sistema di paralleli, quella 
d^l secondo sistema dovrà farsi secondo un sistema di ine- 
rldìàni. Per la qual cosa, è evidente che andie le lìnee del 
secondo sistema sono piane non solo, ma altresì geodetiche; 
e i loro piani inviluppano un cilindro colle generatrici per- 
pendicolari a' piani delle lìnee del primo sistema, di maniera 
che queste stesse linee vengono ad essere delle evolventi 
delle" seiàoni rette del cilindro . 

^ Ora se ben si considerano le superficie tnoulures, si 
vede eh* esse non di (feriscono affatto dalle superficie sopra 
considerate. Si pud dunque non fare distinzroile di sorta 
fra queste superficie; ed ' iervece di parlar di superficie che 
hanno' le linee di curvatura d' un sistema in piani paral- 
leli , si può addirittura parlare di superficie moulures 
considerando qdeste come generate anche in quest' altre 
modo, cioè: da una curva qualsivoglia fissa di posizione 
sopra il piano tangente "d* un cilindro direttore, che viene 
dà qjuesto piano ;trasportata, mentre esso ruota, però senza 
str^iare, attorno alle successive g^el^frici del cilindrò. 

ELammentarido ora dio che fti detto al n.^ 13, sì pud 
concludere ch« le àaperficie inoulures sono lè sole superfi- 
cie fra ^tfelle che godono^ della proprietà òhe le evolute 
formate da^ centri geodetici delle linee di curvatura, siano 
al tetópo èteàso geódétifchee trajettòrlè delle generatrici 
della 'istùpei^cié' de' centri geodetici. Esse sono infatti eliche 
appartenenti al cilindro direttole. 
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IV. 

^ \;^;^^;Sij^i3i,0[5^,;j/ ,.-?:Ìeìcoor4W9W dei |w\Qtild'^da:Bl:i^^• 
fide qualunque riferiti ^d un sistema di^si ortogonali;. e'' 
X , Y ^ Z lé'fìpordina^e 4^'=puatì corrjsppndeatì della sfera, 
iàu èùi' si fX^à^rkpprèseiitazioaè dèlia supéMcie col baetodo 
di Gauss; siano poi . 

i quadrati degli elementi lineari della superficie] ef della 
sfera, quando si prendono per coordinate le linee di curva- 
tura e le loro corrispondenti' sferiche: sarà , , 



ed 






i r 



! r 



; 



(9) 



' - I 









■ I 



e poiché abbiamo già dimoétrato(D.^ 15 ) che ' le tangenti 
alle linee di curvatura sono parallele, alle taxie:enti delle 
linee cornsipondenti 8uli4 sfera, avreh^o :. . , , 

Ox dX rfy_dT "dz^rfZ /' ' ' 

, , . . • *,■•'•,■ 

. ; dx dX ^ rfY . cij2 dZ 

d^u ds'u * cbtt ds\^ dstt (&',j 
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ossìa 



dx dX dy dY dz rfZ 

(10) { . .. ,'•; „ , . 

dx , ofX dy . dY dz dZ 



^ ♦ 



Ora, se indichiamo con r, e r^ i raggi di curvatura 
principali relativi allo lioeei uè v respettiyarnente, ed osser- 
vando che r/i'^,, rfs'n misurano gli annali di contingenza 
delle sezioni principali nel punto di coordinate (u ^ v) 
avrenao pur^. '.:;•.. 

■ dSy^ '-' dsu' ''"''' ■ 

da cui si ricava 

per mezzo delle» quali le (10) st trasforrnsoo ideile altre 

.' 't ' !!,;'■■ , '•' 

dx ' dX dy __ dY dz dZ 

du 'rf« , ' 5«"~ *e/« ' ' ofe« :*òf».''' 
(12) <! . v^ 

^ ^ ^ dx rfX dy__ dY ,l2_ dZ 

d^r^Utf, ' di>~-*dv ' di>~^y.dv ^' 



" - •■, ;, 



. che sonò le formule di ÈodAguez cIxq qui aobiamo trovate 
col metodo dato dal Prof. Timi nella sua memoi'ia. 

. 23. Analoga alle (11) si .possoQo ora ottenere altre 
due formule, che m* interessa d,i far conoscórQ non solo per 
la loro semplicità, ma ancora perchè dalle mede3ime si 
ricavano subito due formule del Prof. DinL cKe sono d* una 
grandissima impòi-tanea nella teoria delle superfidie. 
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Sia A B una linea di curvatura qualunque del sistema 
V, ed A G=rQ„ , A G=r2 ne siano il raggio di curvatura 
geodetica, ed il raggio di curvatura principali corrispon- 
denti. Poiché l'angolo ACG, come abbiamo già avuto 
luogo di far osservare, è eguale all'angolo « che il piano 
osculatore in A della linea di curvatura fa col piano tan- 
gente alla superficie, sarà 

(13) rg^ = r^t3iXìgcc. 

Ma se a & è la linea sferica corrispondente ad A B, e 5^ 
è P intersezione deM uè archi di circolo massimo normali 
ad a 6 ne' punti infinitamente vicini a e fe, si ha (n.® 15) 

ag =>a 

e quindi anche tang a ^=tang a. 

1 

Ora l'espressione- (V. Bertrand. Cale. Diifer. 

^ tang a ^ ^ 

pag. 576) è la curvatura geodetica della linea sferica a b 

nel punto a^ dunque tang a=tanga5r ne sarà il raggio di 

curvatura geodetica corrispondente; per cui, indicandolo 

con r\^ , sarà - 

r'gv = tang « , 
e perciò la (13) si trasformerà nell'altra: 

(14) >--.• 

r qxi 

Similmente si troverebbe 



(15) ''^^r, 

S. N. Lih. IV. 19 
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Qaeste dae sono appunto le formale di cui parlavo. 

Ptr vedere ora come da esse si ricavano quelle del 
Prof. DinL basta sostituire in luoiro dei ra^iri di curva- 
tura geodetica delle linee uev sulla superficie e sulla sfera, 
le loro espressioni in funzione dei coeficienti degli elementi 
lineari corrispondènti. Difaiti^ avendosi 

1 dlogfÉ 1 dXo^VQ 



1 ^ dlogVW J dlogVG' 

^'qv VG'dv ' r'g^~ VÉ'du 

sostituendo questi valori nella (14), si troverà: 

dlog VW _ dìogVÈ 
VWdv "^^ VGdo ' 

ed usando della seconda delle (11) si avrà: 



(16) 



dXogVw cilog|/E 



!• 



3 



dv dv 



Ma dalla prima delle (11) abbiamo: 

Ve = r. Ve' , 

dalla quale si ha 

logT^E = log rg + log V^ 

e derivando rispetto a o si ottiene: 

d log V'E ^2 ^ , e? log ^E" 
dv ^\ dv "^ dv 
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e quindi la (16) diviene : 

^ dhgVW _dr^ . ^ dìogVW 



dv dv ' * dv 



oppure 



(17) ir,-r,)^^'S/E'_dp_Q 

dv dv 

Nel medesimo modo si troverebbe 

(17) (r,-r,)^}2^^p^0 

du ' du 

Se invece di eliminare il coefieiente E, dalla (16), si 
fosse eliminato E', e dalla analoga invece di eliminare 
G si fosse eliminala G', avremmo trovato le due formule 
seguenti : 



(18) 



^ * . 1 

' -. d- 

l /l 1>| dh^yti r,__^ 



fi - '-) 



dv dv 

\\ d\ogVG '^r-_^ 
du "* du 



le quali, fa d'uopo notare che valgono per tutte le super- 
ficie, tranne le sviluppabili. 

24. Il Prof. Dini dalle formule (17) e le (18) da lui 
trovate ha dedotti molti teoremi ed anche le equazioni ia 
termini finiti delle superficie le cui linee di curvatura 
sono piane. 
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La risoluzione di questo problema è per altro doTuta al 
signor Bonnet, il quale dette pel primo tre equazioni nelle 
coordinate x y y , z de' punti di tali superficie, fra le 
quali restano però ad eliminarsi, per ogni determinazione 
particolare delle due funzioni arbitrarie in esse contenute, / 
le due derivate parziali del primo ordine di z. Invece il Pr. 
Dini ha trovato le coordinate de' vari punti delle super- 
ficie a linee di curvatura piana in funzione de' parametri 
delle linee di curvatura e con due funzioni arbitrarie, l'una 
d'una variabile, l'altra dell'altra; di modo che i calcoli da 
farsi per ogni determinazione speciale delle funzioni arbi- 
trarie sono soltanto quadrature. 

25. Se supponiamo ora che sia J/q = f (v), e quindi 
le u siano geodetiche, e di più che sia r^ = ^p {7\), si vede 
subito che anche Ve deve essere una funzione di v sola- 
mente; e perciò si può dire che: « Fra le superficie che 
« hanno un sistema di linee di curvatura geodetiche, quelle 
« nelle quali un raggio di curvatura è una funzione 
« determinata dell'altro sono soltanto le superficie di 
« rivoluzione. 

26. Per mezzo delle (18) si può dimostrare anche 
quest'altro teorema: « le superficie sviluppabili sono le sole 
« superficie in cui uno de' raggi di curvatura sia infinito. » 

Difatti, supponiamo che sia data una superficie eoa 
un raggio di curvatura infinito, e sia p. es. r^ == oo : 

allora, escludendo il caso di — = — r, dalla seconda delle 

ri r^ 

(18) si ha che G è funzione di v solamente; e questo 
porta che, nell'ipotesi fatta, le w = cost. sono geode- 
tiche della superficie data. Ora una linea di curvatura 
non può esser geodetica se non è piana; quindi le u=cost. 
sono piane, ed il loro raggio di curvatura ordinaria coin- 
cide col raggio di curvatura principale corrispondente. Se 
questo è sempre infinito, le linee u non possono essere 
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che rettilinee; e pe)*ciò le sviluppabili circoscritte alla 
superficie lungo le medesime si riducono a dei piani. 
Dunque l'ipotesi che una superficie abbia un raggio di 
curvatura infinito, [porta a concludere eh' essa non può 
essere che V inviluppo di piani , che colle loro successive 
intersezioni danno uno dei sistemi di linee di curvatura 
della superficie stessa, o più brevemente, che questa su- 
perficie non può essere altro che una sviluppabile. Le svi- 
luppabili però essendo state escluse necessariamente dalle 
nostre considerazioni nella rappresentazione sferica, il teore- 
ma non può dirsi ancora dimostrato; però siccome è noto, 
e lo si vede anche molto fecilmente, che tutte le super- 
ficie sviluppabili hanno un raggio di curvatura infinito, ne 
segue che tal proprietà è caratteristica delle superficie svi- 
luppabili, e che il teorema sopra enunciato è vero. 

27. Passiamo ora a dare Telemento lineare della super- 
ficie dei centri geodetici per aver luogo dapprima di confer- 
mare seguendo una via diversa, alcuni de' resultati già 
trovati, e poi per vedere se possono esistere classi di tali 
superficie applicabili l'una sull'altra, e su una superficie 
tipo, fra quelle che già si conoscono. 

Indichiamo sempre con oo , y ^ z le coordinate dei 
punti della superficie data , con | , >j , ^ quelle de' punti 
della superficie de' centri geodetici ; evidentemente ab- 
biamo : 

dx dy dz 

'^""''''"VGdv' "^^"'^'«''Pg^' ^''^"'''"VgIv' 

e ponendo per brevità di scrittura 

Va d log Ve 1 
rg dv a ' 
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sarà 

dx dìf dz 

dv ^ ^ dv ^ do 

Differenziando e poi quadrando e sommando, si ottiene 
per r elemento lineare dn della superficie de* centri geode- 
tici, la seguente espressione: 

(19) da«=Erfu«+Gd.*+a« [(rf.^) +(rf-| ) + (^.2)]% 
•^Q da^—2a\dxd.£-'^ . .^—2dayda^-\' . .l+2aciadG 

che ora semplicizzeremo. 
Sì ha intanto 

- dx d^x _ , d^x , 

a.-r = -j — T" du-^- -TT do 
de dudv * av* 

^ dy d^y , , d^y . 
dv dudv * dv^ 

_ dz d^z ^ , d^z 

d.-j- = -j—j- du-f- -j-^ dv 
dv dudv ' dv^ 

quadrando e sommando, viene 

<^)(-^)*+K-ir+(<'.^)=-[(;S£)'+-]+ 

*'[(^)+-]+^*4ll.5+--]- 

Ma dalle (12) scritte sotto questa forma 

ldx_d^ ]_dy^dY ]_dz^dZ 
r^du du ' r^du du ' r^du du 

l^dx_d^ l^dy^dY ]_dz^dZ 
r^dv dv ' r^dv dv ' r^dv dv 
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si ricava 

d- d- 

1 1 \ d'^x . r^ dx r^ dx 

r^ rjdudv du dv dv du 

(21) ^ /l \\cPy _, ndy "^r.dy^^ 

r^ r^j dudv du dv dv du 

d- d- 

1 1 \ d^z r, dz. Vf dz 

' dudv* du dv dv du'^ 



r, rj 



e perciò: 



1 « 1 

d-\ _ /d-\ 



t 



dudvj ~\dudv) ~\dudv) /l 1 \«i^\d» / ~ W« / 

Si ha poi identicamente 

dx 1_ ^ dy_ \^dy dz 1 dz 

dsu'~ Vq, dv ' dru~VGi'dv dTj^VOidv 



derivando 

J. 

d}x ^\_d'^x J_ ^VGdx^ 
ds\ Gd? "^ Kg dv dv 

(22) { rf»y Jl rfy , 1 yGdy, 
' flJStt* Qdv^~^V(} dv dv 

d~ 
^ = 1^4. _L J5^, 
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per cui quadrando e sommando, verrà: 

1 



idy 



i 



e quindi 

r2q^ (d'x\^ ld^y\^ (dHV _G* idVli\* 

dove — è la curvatura della linea w=cost nel punto di 

coordinate (w , r). 
Dalle (21) si ricava 

d- d- 

1 1 \ d^x r^ dx r^ dx 

r^ rg / du dv dv du du do 

.i- d^- 

l ]^ \ d*y ^jy dy r, dy^, 

r, r^l dudo dv du du dv 

d- d- 

1 1 \ d^z r^ dz i\ dz ^ 

r^ r^ ì du dv dv du du do ' 
le quali moltiplicate respettivamente per 

d^ X d^y d^ z 
J^ ' dv^ ' ch^ ' 

ed avendo riguardo alla seguente: 

dxdx dy^dy . dz dz 

du dv- du dv du dv ' 

e air altra: 
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dxdPx I d^x dv \ ì dG 

du dv*^ ' ' ' V dudv dx'^ / 2 du 



danno : 



1 d— , ,x^ d— 



Vi r^ )\dudvdv^*"' / /idv du 2dudv 



Sostituendo quiodi nella (20) i valori (22) , (23) , (24), 
trovasi 



(^«) (^•^)+(<''i)+(4:) 



1 2 1 2 



p u \ ^'^ ) ^ ^ )2dv du ^ do dv { 

dv^~ 



^'l ^'2 



E così è calcolato uno de' lermiai della (19). 

Per calcolare anche gli altri, osserviamo che avendosi 

dx , dx . . dx d^x , , d"^ x ^ 
dx=^ y du-^- -r do , rf. -r ==-i — i-dU'\--j—^dv 
du do dv dudv ' dv^ 

dy -=^ -r du '{":r dv , d.^ r==.—^du-ir T^dv 
^ du ^ dv dv dudv dv^ 

dz , . dz j , dz . d^z ^ , d^z . 

dz^^^-y-du+y-dv , d.-j-dv^^j — y-du^-r^dv 
du dv ' dv du dv ' dv* 



sarà 
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(26) dxd,-r-'\'di/ d.-^-^-dz d.\-r 
^ "^ dv ' '^ dv ^ dv 



du^ 



-{-dv 



2 



dx d'x 
dv d v^ 



+ •• 



l(iE 



d^x dx 

— 4- 

dudv du ' 

IrfG 



+ 



^^^<^»'' + ^:nrdv 



2dv 



2dv 



Similmente si trova 



(27) 



^ dx ^ ^ dy ^ ^ dz „ _ 
dx-, — r^l/7r» + dz-^^^^r=x»Gdv . 



dv 



dv 



dv 



Inoltre, essendo 



da 



da 



da = -j du-^-j—ilv , dG 



du ^ dv du ^ dv 



dQ , , rfG ^ 



abbiamo 



m .a.=(^:)w+(^:)W4:s«''. 



e 



/«riN 7 in dadG , ^ dadG ^ ^ ^ ^ , 
(29) dadG=-T -r-du^^+T ^-dv^-^dudv 
^ dudu ' dvdv ' 



da c?G , da dG' 
dv du du dv . 



Sostituiamo ora nella (19), i valori trovati (25), (26), 
(27) (28), (29) avremo: 



da2= 



f\ 



% 



E+if+ 



1 



d 



1 . 8 



r 



_1 
1 r. 



■3f E 



dv 



d- * 
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rgdE . rg''\y(})dQ 



j/tì du du 



dui-{- 



r 



a 



+L«+i^+^^(^')'+<^ 



Vg 



rg dG 



do 



VG dv 



9 



diri:' 



cr. y^) , rg dG WGI I , 



h) 



dv 



VQdv dv 



+ 2 



g 



1 r, 



1 



o('— L 

r. Ve 



«?G^_i^rfG^ , 



2 du dv 2 dv du 



d 



+ G 



[vi 



du 



d\ 







Vg 

dv 



d 



— G 



WgÌ 



du 



+ 



dU^Ì 



+ 2^G 



'V ) Vl^G/rfG 



du du 



d\ 



+ 



Val 



VQÌdG 




du dv) Jdudv , 



la quale, per mezzo della (18) si riduce alla seguente: 



(30) (Zr 






4- 



27. Di qui si vede subito che quando, essendo rg^f=(f{v)j 
la curvatura geodetica è costante lungo le linee t?, V ele- 
niento d/j non è più quello di una superficie, ma bensì 
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quello d'una linea, sulla quale sono disposti i centri delle 
sfere che tagliano ad angolo retto la superficie, e che 
contengono le linee del sistema Vy (n.^ 20). 

28. Se cercassi nao con un metodo analogo al precedente 
l'elemento della superficie evoluta delle lincei?, troveremmo: 

il quale, ha una certa analogia col precedente. Tale ana- 
logia però non è completa poiché, mentre in quest'ultimo 
è facile far sparire il rettangolo dudv facendo un cambia- 
mento di variabili e sostituendo alla w=cost., la r2=cost., 
nel primo c.ò non può ottenersi coli' analoga sostituzione 
di rg,; = cost. in luogo di w=cost., appunto a cagione 

della differenza -j-^ — I^Gche è nella (30) e non nella (31 j. 

Quindi si vede che mentre nella superficie evoluta le lince 
corrispendenti su essa alle r2=cost. della primitiva sono 
Irajettorie ortogonali delle linee evolute di quelle- di cur- 
vatura corrispondenti, le linee prodotte nella superficie dei 
centri geodetici col fare rg^=^'COsL non godono della pro- 
prietà analoga alla precedente, talché per far sparire dalla 
(30) il rettangolo delle variabili bisogna alla u sostituire 
un'altra variabile a diversa dalla rg^^ e far quindi: 



u=u {oc y v) , v=v . 



Allora 



du du 

d u= -Y d a+ -7- dv. 
doL ^ dv 

^"K^J* ^* +Crf^) '^'''+2^ i^^**^^-' 
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2dudv^=^2j—dadv + 2^-dv^: 

dot- s ^ dv ' 



e perciò si ha: 



dv 



da 



dadv -{' 



[e. 0-:)'+^". li' +«.]"•-. 



ove E^ , F^ e G| sono i coeficienti della (30). Volendo 
dunque che manchi il rettangolo docdVy basterà determinare 
la relazione che lega w ad « in modo che si abbia 



\du / dadv ' du da\av J 



ossia 



(32) 



dudv'^do ^^ 



\dv 



A 



dvj' 



dove la parentesi sta ad indicare che la derivata è presa 
nell'ipotesi che tutto sia stato espresso per v ed a. 

Dopo ciò, l'elemento da si riduce subito alla forma 



seguente: 



(33) *'-(^')'i.' 



2 



+r^^)>''^'. 



\ dv 



che è la più semplice eh' io abbia potuto trovare; e nella 
quale non bisogna dimenticare che r^^ è il raggio di cur- 
vatura geodetico delle linee v al punto di coordinate 
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{u y v)y ed — è la curvatura ordinaria delle linee w= cost. 

nel medesimo punto. 

29. Quando conformemente a uuanto fu fatto da Wein- 
gartan si trasformasse la (31) sostituendo, come dicevo 
sopra Tj ad w, troveremmo invece: 



(34) da,^ « dr,^ + Q^y G d V 



2 



da cui vediamo subito che le ^=cost. sono geodetiche della 
superficie de' centri di curvatura principali; e cosi abbiamo 
una conferma di ciò che asserimmo al n. 6. 

Se poi supponiamo che sia rjuna funzione determinata di 
rg, si vede subito, per mezzo della (18), che anche G diviene 
funzione di rg solamente; per cui l'elemento (34) assume in 
tal caso la forma di quello delle superficie di rivoluzione; 
ciò vuol dire che: « le superficie evolute di quelle nelle 
« quali un raggio di curvatura è una funzione determinata 
« dell'altra costituiscono una classe completa di superficie 
€ applicabili l'una sull'altra, e su una superficie di rivolu- 
zione. » E precisamente questo il teorema di Weingarten^ 
di cui il Prof. Dini ha dato poi una generalizzazione per 
la quale i problemi sulle superficie applicabili su una data 
superficie possono farsi dipendere da quelli sulle superficie 
evolute di altre superficie, e viceversa. 

Tali resultati appunto, e l'analogia che esiste, almeno 
nel modo di generazione, fra la superficie de' centri geo- 
detici, e la superficie de' centri di curvatura principali, 
mi avevano fatto sperare di poter ricavar qualche cosa 
di più importante dallo studio della superficie de' centri 
geodetici . Ora invece vedo che l' elemento ( 33 ) per 
essere assai più complicato del (34), non è tale, almeno 



per ora, da oflFrirrai de' risultati d'un certo interesse. Tut- 
tavia convien sempre sperare che o facendo un cambia- 
mento di variabili, o sostituendo al raggio di curvatura 
geodetico delle linee v i coeficienti dell' elemento della 
superfìcie data, o i coeficienti dell'elemento sferico, o i 
raggi principali della superfìcie data, possa essa ridursi 
più semplice. 

30. Valendomi ora delle formole precedenti mi limito a 
considerare un sol caso particolare, tanto per aver luogo 
di confermare il resultato già ottenuto al n.® 12. 

Supponiamo che sia G funzione di v soltanto, ciò che 
porta che le i^=cost. sulla superficie data siano geodetiche. 
Allora la (32) s'integra subito, ed abbiamo, 

^gv = ? W ^ ^> 
e quindi: 

da ^ dv * ^ ^ 

Di più, essendo le w=cost geodetiche, il raggio di 
curvatura ordinaria delle medesime coincide col raggio 
di curvatura principale corrispondente, e perciò si ha: 

/ 

Pu r^ 

Ma dalla seconda delle (18) , si vede che per l' ipotesi 
fatta di G=j), (w), anche — ==/*(»), e per conseguenza 
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L^elemeato (33) si trasfonna ora neir altro 



rfa« = da«+ ^ 



f(n) 



r\p) 



\f{v) — «> dv^ 



oppure 

rf(j'- = rfa« + (a— y (rO )« rfl7,« 

che è appunto l' elemento d* una superficie sviluppabile. 

Nel medesimo modo potreb^jero studiarsi altri casi^ 
ne' quali la (32) fosse facilmente integrabile. 



RICERCHE 



SULLE SUPERFICIE BLICOIDÌI-I 



' ■/• .' .'■^'■ 



B 



SOILE SlIfERFiE A WATtM (ITANTE 



INTRODUZIONE 

t 

Le ricerche seguenti belino specialmente per ìscopo lo 
studio delle elicoidi e trovano la loro base nelle teorie, cbe 
bo svolte nella mia tesi di laurea. (*) 

L' evoluta di una superficie qualunque è composta di 
due falde, che sono in generale superficie distinte. Io le 
chiamo superficie complementari V una della altra. 

Data una superficie, la sua complementare risulta de- 
terminata, quando sia noto sulla prima quel sistema di 
geodetiche, le cui tangenti debbono essere le normali 
della evolvente. 

Quando parlo di una superficie applicabile sopra una su- 
perficie di rivoluzione, intendo sempre, che il sistepaa di 
geodetiche in discorso sia ^aello delle deformate dei meri- 
diani. Fatta questa restrizione, dimostro che ad una serie 
di superficie applicabili 1' una sopra l'altra e sopri una su- 
perficie di rivoluzione corrispondono, come superficie com- 

(*) Le citazioni, che si riferiscoDO a questo lavoro, saranno segnate 
con ( m. t.).- 
5. N. Lib, IV, 20 
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plementari, superficie applicabili pare 1' una sull' altra e 
sopra aaa superficie di rivoluzione. 

Nataralmeute, se si tratta di una superficie a curvatura 
costante, la restrizione precedente non individua un solo 
sistema di geodetiche, ma ne caratterizza infiniti sistemi, 
poiché le superficie di questa natura godono della proprietà 
che ogni lot*o porzione pud applicarsi sopra qualunque altra 
porzione delle superficie stesse. 

Particolarmente interessante è la considerazione delle 
superficie complementari per le superficie, a curvatura co- 
stante negativa. Su queste superficie, come hanno dimo- 
strato i professori Dini e Beltrami, esistono infiniti sistemi 
di geodetiche, che, presi per linee coordinate insieme alle 
loro traiettorie ortogonali, danno all' elemento lineare tre 
forme diverse appartenenti tutte tre a superficie di rivolu- 
zione. Queste tre forme sono le seguenti: 

ds^ = du^ -f- e dv^ 

ds^ = du^^ -f- A* cosh* ~7^ rft?*| 

rfs'- = du\ + A* senh* -^ dv\j 

e come è stato sopra osservato, esistono infiniti sistemi di 
geodetiche, sia della natura dell^ v => cost, sia di quella 
delle t?| = cost, o finalmente delle v^ =» cost. 

Dal teorema di Weingarten risulta facilmente^ che la 
superficie complementare di una superficie a curvatura 

costante negativa — -^ rispetto ad un sistema di geode- 
tiche di 1.* specie (t?»» cost) è ancora a curvatura costante 
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negativa — ^; invece la superficie complementare rispetto 

ad 'un sistema di geodetiche della 2/ specie (2?| = cost) è 
applicabile sulla superficie di rivoluzione, il cui meridiano 
è la curva logaritmica. 

Da ultimo la complementare rispetto ad un sistema di 
geodetiche di 3.* specie (v^ == cost) è applicabile sulla 
superficie di rivoluzione, che ha per meridiano una curva, 
derivata dalla trattrice come Tellisse dal cerchio, e JJropria- 
mente proiettando la trattrice sopra un piano passante per 
l'assintoto. A questa curva dojl nome di trattrice accor^ 
data. 

Ora, noto uno dei sistemi di geodetiche di 1.* specie, si 
possono stabilire formolo, che danno tutti gli altri infiniti 
sistemi della stessa specie ed anche tutti quelli di 2/ e 3/ 
specie; da ciò risulta che, data una superficie a curvatura 
costante negativa, sulla quale si conosca un sistema di 
geodetiche deformate dei meridiani della pseudosfera e le 
traiettorie ortogonali, possono dedursene senza calcoli di 
integrazione infinite superficie pure a curvatura costante 
negativa, infinite superficie applicabili su quella di rivolu- 
zione logaritmica, ed infinite applicabili sulla superficie di 
rivoluzione, che ha per meridiano una trattrice accorciata. 

Cosi dalla pseudosfera stessa ho dedotto una superficie 
a curvatura costante negativa ed una classe di superficie 
applicabili su quella di rivoluzione, che ha per meridiano 
una trattrice accorciata. Però in causa della complicazione 
delle formolo non ho potuto trovarne una generazione geo* 
metrica. 

Ad un risultato più interessante mi ha condotto la con- 
siderazione dei sistemi di geodetiche di 2.* specie. 

Ho ottenuto così dalla pseudosfera una singolare super- 
ficie applicabile su quella logaritmica di rivoluzione; le tra- 
sformate dei paralleli di questa superficie sono catenarie 



— 288 -- 

tutte eguali piegate sopra cilindri circolari concentrici, cia- 
scuno di raggio eguale al raggio del parallelo corrispon- 
dente. Le sezioni prodotte nella superficie da piani norm'ali 
alle generatrici dei cilindri sono spirali iperboliche di pa- 
rametro variabile; la spirale iperbolica di parametro mi- 
nimo è deformata di un meridiano. Ho dimostrato poi che 
questa proprietà della catenaria non appartiene ad alcuna 
altra curva, risolvendo così negativamente la, questione, 
se di questa specie di deformazione erano suscettibili altre 
superficie di rivoluzione oltre la logaritmica, quando si 
sostituisse alla catenaria curve di diversa specie. 

Fatte queste applicazioni del primo teorema, passo a 
dimostrare i teoremi fondamentali per le ricerche successive 
sulle elicoidi, e cioè che le evolute, le evolventi e le com- 
plementari delle elicoidi, rispetto alle traiettorie ortogonali 
delle eliche, sono nuove elicoidi, dello atesso asse e dello 
stesso passo. 

Mi volgo quindi alle ricerche particolari e dimostro, 
che V elicoide complementare di un' elicoide rigata è pure 
rigata ed applicabile sop'a di essa. 

Trovo l' evoluta dell' elicoide gobba ad area minima; su 
questa evoluta esiste un sistema semplicemente infinito di 
curve gobbe del 4.® ordine con un punto doppio nel punto 
air infinito dell'asse. 

Procedo alla ricerca delle elicoidi a linee di curvatura 
piane e ritrovo le notevoli elicoidi a curvatura costante ne- 
gativa, che il professor Dini pel primo fece conoscere. Ne 
determino le elicoidi complementari^ le quali hanno una 
relazione notevole colle elicoidi ad area minima e spno ap- 
plicabili sulla saperficie di rivoluzione logaritmica. X)alle 
elicoidi stesse del Dini deduco una classe di superficie noa 
elicoidali, che hanno costante la differenza fra i raggi di 
curvatura ed hanno per falde della evoluta due elit^oìdi del 
Dini identiche di forma e difierenti fra loro solo per una 
traslazione lungo Tasse. 
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Stabilito poi il concetto di superficie dei centri geodetici 
delle linee di curvatura^ come è stato posto in un recente 
lavoro da un egregio mio amico il Prof. Gremigni, (*) 
dimostro che la superficie dei centri geodetici delle elicòidi, 
sono nuove elicoidi dello stesso asse e dello stesso passo. 
Trovo r elicoide dei centri geodetici di quelle a curvature 
costante negativa del Dini. 

Questa nuova elicoide ha una relazione ben semplice 
con quelle generali ad area minima, potendo essere gene- 
rate da una medesima curva, cioè da un'elica di un cilindro 
avente per base una catenaria, differendone solo per il pas- 
so. Determino poi la superficie di rivoluzione applicabile , 
sopra di essa. 

Da ultimo do un modo di generazione di una classe di 
elicoidi applicabili sulle superficie di rivoluzione a curva- 
tura media costante. 



§. 1. (**; Consideriamo sopra una superficie qualunque 
S un sistema* semplice niente infinito di geodetiche e condù- 
ciamo tutte le tangenti a queste linee. Questa serie doppia- 
mente infinita di rette ammette una serie semplicemente 
infinita di superficie parallele ortogonali a tutte le rette 
della serie. Fissiamo una di queste superficie e indichiamola 
con 2. 

Allora S è una falda dell'evoluta di 2, e il segmento 
di tangente A B, compreso fra il punto A di partenza da 
S e il punto B, ove incontra ortogonalmente 2, è uno dei 
raggi di curvatura di 2, chiamiamolo r^. L'evoluta S' di 2 

(*) Sulla teoria deUe liDee di curvatura. Tesi inserita in questo 
stesso volume degli Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa. 

(**) La parte di qtieste ricerche, che si riferisce alle elicoidi, è già 
stata pubblicata nel XVil voi. del Giornale di Matematiche diretto dal 
Prof. G. Batlaglini. 
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rispetto all^ altro raggio di curvatura r^ è la superficie, 
che chiameremo complementare di S. Insieme con S essa 
costituisce revoluta completa di 1 . 

Data S ed il sistema di geodetiche, rispetto a cui S' ne 
è complementare^ si può trovare quest' ultima senza previa 
conoscenza dell' evolvente 2. 

È evidente infatti che S' può generarsi da S, portando 
sii ciascuna tangente a partire dal punto di contatto una 
porzione eguale alla differenza r^ — r^ dei raggi di curva- 
tura di 2. Ora questa differenza è eguale al raggio di cur- 
vatura geodetica della traiettoria ortogonale delle geo- 
detiche, uscente da quel punto di contatto. (*) Possiamo 
quindi dare la seguente generazione per S': 

Sopita ciascuna tangente alle geodetiche del sistema 
si stacchi una porzione eguale al raggio di curvatura 
geodetica della traiettoria ortogonale delle geodetiche 
in quel punto . Il luogo dei nuovi estremi è la super^ 
fide S' complementare di S. 

Questa generazione di S' ci dà il modo di trovarla 
effettivamente, quando sia data S ed il sistema di geode- 
tiche, senza calcoli di integrazione, perchè non ne occor- 
rono per determinare la curvatura geodetica delle traiet- 
torie ortogonali. 

Un altro modo di generazione di S' si ricava da un 
teorema snlla costruzione del raggio di curvatura geode- 
tica dovuto al Prof. Beltrami (**). Si consideri il sistema 
di linee L a tangenti coniugate colle geodetiche Q. Le 
tangenti alle geodetiche G nei punti d* incontro con una 
medesima linea L godono della proprietà, che ciascuna 
incontra la successiva, inviluppando cosi una nuova linea 



(*) Dini. Ricerche sopra la teoria delle superficie^ § 6. 
(*') Ricerche di Analisi applicata alla Geometria — Giornale di 
Baltaglini; Voi. IH, p. i7. §. XVIII. 
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L', la quale varia al variare di L e descrive la superficie 
S' complementare di S. 

La costruzione precedente rende manifesto, che le tan- 
genti al sistema di geodetiche G, ossìa le normali di 2, 
inviluppano S' lungo le linee L', le quali sonò quindi 
geodeiiche di S'. 

§. II. Riprendiamo le considerazioni del §. precedente 
relative ad S, alla evolvente 2 ed ai segmenti AB di 
tangente. Supponiamo, che la superficie S, flessibile ed 
inestendibile, si deformi seco trasportando i segmenti di 
tangente A B . Il luogo degli estremi B non cessa mai di 
essere uiia superficie ortogonale a tutte le tangenti AB (*). 
Ad ogni nuova forma, che assume S, corrisponde una nuo- 
va superficie 2; però i raggi di curvatura r^ r^ di 2 non 
variano. In quanto al primo, essendo rappresentato dalla 
lunghezza AB, che resta inalterata, la cosa è evidente 
Per il secondo poi si osservi che, essendo r, — r^ il raggio 
di curvatura geodetica delle traiettorie ortogonali delle 
geodetiche, quantità, che non varia al flettersi di S, anche 
esso non varia. 

Supponiamo ora, che S sia applicabile sopra una su- 
perficie di rivoluzione, e che le geodètiche G siano le tras- 
formate dei meridiani. In tal caso r^ , r, sono funzioni 
r uno deir altro, e possiamo considerare r^ come funzione 
di r|, a meno che non sia: ri^cost, caso che è da esclu- 
dersi, perchè allora 2 sarebbe una superficie canale ed S' 
si ridurrebbe ad una linea. 

Per un noto teorema di Weingarten l'elemento lineare 
della S', evoluta di 2 rispetto al raggio r^ , sarà dato 
dalla formola*. 



(*) Ricerche dì Anali&i applicata alla Geometria — Giornale di 
Battaglini; Voi. II. p. 281 
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ds^^dr^^ + e dr^, 

la quale è iodipendente dalle flessioni di S, poiché durante 
queste r^ rimane sempre la stessa funzione di ri. Possiamo 
dunque enunciare il teorema: 

Se una superficie di ripoluzione si deforma^ la se- 
rie delle superficie complementari delle deformate è 
composta di superficie applicabili sopra una medesima 
superficie di rivoluzione. 

In particolare per es. ad una serie di elicoidi appli- 
cabili corrispondono, come superficie complementari, eli- 
coidi pure applicabili fra loro ( vedasi §, X). 

Quando la superficie S h^ la forma di superficie di 
rivoluzione, la complementare S' si riduce ad una linea, 
l'asse di S, che può considerarsi come una superficie ia- 
.fiaitam:ente risLreLia,.limitQ delle superficie complementari 
delle form^ di S, quando per forme successive, per es. eli- 
coidali di passo indefinitamente decrescente, si avvicina 
alla forma di superficie di rivoluzione. 

Per il teoroma superiore ad ogni superficie di rivolu- 
zione ne corrisponde un' altra , come applicabile sulle 
superficie complementari delle infinite forme, che la prima 
..può assumere. Propriamente ve ne corrispondono infinite 
deformate Tuna dell'altra, ma basterà considerarne una. 
In generale una superficie di rivoluzione corrisponde a sé 
medesima, quando la relazione, che lega i raggi di curva- 
tura della evolvente é simmetrica rispetto ai due raggi. 
Per es. l'alisseide, evoluta della pseudosfera corrisponde 
a sé medesima. 

Facciamo ancora la seguente osservazione, che ha im- 
portanza- in seguito. Fra due superficie complementari S, S' 
viene stabilita pel modo stesso di generazione una corri- 
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spondenza di punto a punto, essendo conispondenti due 
punti, che segnano gli estremi dei due raggi di curvatura 
della superficie evolvente. Allora, se S e quindi anche S' 
è applicabile sopra una superficie di rivoluzione, le rispet- 
tive deformate dei paralleli saranno linee corrispondenti 
sopra S ed S'. Infatti sopra S queste deformate sono le 
r^sircost e sopra S' le r^^^cost, ma, essendo r, funzione 
di r^, quando 1' uno è costante, è costante anche l'altro. 
§. III. Applichiamo ora le considerazioni generali pre- 
cedenti ad una superficie S a curvatura costante negativa 

1 
— Yà considerando le tre forme speciali : 

2u 

(1) rfs« = dw^ + ^^ dv\ 

(2) ds^ ^ dui^ + A« cosh « ^ do^^, 

(3) ds^ = rfV + A^ senh « ^dv^^ 

che il suo elemento lineare può assumere. 

I raggi di curvatura delle evolventi di S rispetto alle 
geodetiche t? = cost sono legati dalla relazione (*): 

* 

r, — r, «. A , 

sicché, per il teorema di Weingarten ricordato al §. pre- 
cedente, r elemento lineare della complementare S' di S 
rispetto alle geodetiche t?»»cost sarà dato dalla formola: 



(*) Dini — Sulle superficie di curvatura costante. Giornale di 
Napoli, Voi. III. — Beltrarai I. e. 
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ciò dimotóa appurto, che quaiU complemeatare è anche 
essa a curvatura costante negativa — ^. 

Invece i raggi di curvatura delle evolventi di S ri- 
spetto alle geodetiche di 2.* specie o, = co8t sono legati 
dalia relazione: 

r^ — n <«= A cot h — X — » 
dove e è una costante. Da questa relazione si ricava: 

dr^ = cot h* -^^ dvi , 

e quindi, in virtù del solito teorema, 1' elemento lineare 
della complementare S', di S, rispetto aUe geodeUche 
v^ -= cost sarà dato dalla formola: 

- _|_c d©* 

ds* =" coth* -^-r— dr* + ;TT7* 

^ senh* -^j^ 

Questo elemento lineare sì riduce alla ferma ordinaria: 
^«^ I 1 -^ y'2 (r) I dr"^ + ft* r«dt7« 

delle superficie di rivoluzione, ponendo 

1 



kr = 



senh -^ — 



Per determinare Tequazione z=>^{r) della curva me- 
ridiana si ottiene quindi l'equazione differenziale: 



i+fVO-^ji + ^'H' 
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e, prendendo V arbitraria A: = t- : 

z= <p(r) = Ay— =Alogr, 

che è l'equazione della curva logaritmica. 

Un calcolo perfettamente analogo può farsi per il terzo 
caso; allora i raggi di curvatura delle evolventi sono le- 
gati dalla relazione: 

^2 — r^ = A tangh -^^^ — , 

quindi per V elemento lineare delle complementari S'j ri- 
spetto alle geodetiche t?2 = cost si trova: 

ds* =taDgh* -^ + ^rzù^ 

cosh * -^ — - 
A 

Per r equazione z = ©(r) della curva meridiana della 
superficie di rivoluzione, su cui S'2 è applicabile, si trova 
quindi: 

, _ ^,) _ y. »-A'-(An-+l)r' ^^_ 

quindi se si pone: 

A 

si trova: 

z = A Uog tang -^O-^cosBi. 

Ora se si confrontano queste formolo colle altre: 

r == A sen 9 , ^ =-. A | log tang gfl + cos 9 J , 
che danno la trattrice di tangente costante = A (la quale, 
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rotando attorno all' assintoto z, genera appunto la pseu- 
dosfera applicabile sulla superficie S a curvatura costante 

negativa — x» ) ^^ vede, che la nuova curva non è altro 

che la proiezione ortogonale della trattrice sopra un piano 
passante per V assintoto e che fa col piano della trattrice 
un angolo a dato da: 

1 

Ora, siccome k è una costante arbitraria, che può as- 
sumere qualunque valore positivo, a potrà assumere qua- 

lunque valore fra e ^ (i limiti esclusi). Queste curve 

proiezioni della trattrice, cui daremo il nome di trattrici 
accorciate hanno evidentemente una forma analoga alla 
trattrice stessa, avendo Tasse delle z per assintoto. Cosi, 
nello stesso tempo che abbiamo trovato la curva meridiana 
cercata, abbiamo anche dimostrato questa singolare pro- 
prietà della trattrice: 

Le protezioni Hi questa curva sopra piani passanti 
per F assintoto generano, ruotando attorno a quesf as- 
sintoto altrettante superficie di rivoluzione applicabili 
r una sulC altra (*). 

I risultati precedenti possono enunciarsi brevemente, 
quando si abbia riguardo alle seguenti proprietà, dimo- 
strate dal prof. Beltrami nel suo Saggio di interpreta- 
zione della Geometria non-euclidea e cioè: le geodetiche 
di i.' specie t?==cost sono caratterizzate dall'avere un 



n La trattrice gode anche di un' altra proprietà analoga, che 
non credo sia stata osservata. Essa è ia seguente: La superficie di rivo- 
luzione generata da una trattrice ruotando intorno ad atttetiante parai' 
lete aW assintatOj poste dalla stessa banda di questo, sono applicabili V una 
suW altra . 



— 297 - 

ponto comune a distanza infinita: le geodetiche di 2.* spe- 
cie !?4 1=» cost sono caratterizzate da ciò, che sono ortogo- 
nali ad una medesima geodetica della superficie: le geo*- 
detiche di 3/ specie v^ <=> cost escono da un punto reale a 
distanza finita della superficie. 

Potremo quindi enunciare i teoremi seguenti 

1 .• La superficie complementare di una superfi- 
cie a curvatura costante negativa rispetto ad un siste- 
ma di geodetiche uscenti da un punto alP infinito ha la 
stessa curvatura costante negativa. 

2.** La superficie complementare di una superficie, 
a curvatura costante negativa rispetto ad un sistemai di 
geodetiche^ ortogonali ad una medésima geodetica, é 
applipabile sulla superficie logaritmica di rivoluzione . 

3.'* La superficie complementare di una superficie 
a curvatura costante negativa rispetto ad un sistema di 
geodetiche, uscenti da un punto reale a disianza finita 
della superficie j è applicabile sopra la superficie di ri- 
voluzione, generata da una trattrice accorciata, che 
ruota attorno all' assintoto. 

§. IV. Supponiamo noto sopra una data superficie a 
curvatura costante negativa S un sistema di geodetiche di 
1/ specie e le loro traiettorie ortogonali. Le formole, sta- 
bilite dal Prof. Beltramì nel suo Saggio ec. sopra citato, 
permettono di dedurre tutti i sistemi possibili di 1 .', 2.* 
e 3.* specie {^). Allora senza calcoli di integrazione ne 
dedurremo le superficie complementari di 1.*, 2.* e 3/ 
specie, le quali saranno rispettivamente applicabili sulla 
pseudosfera, sai la superficie logaritmica di rivoluzione e 
sopra lei superficie di rivoluzione, che ha per meridiano la 
trattrice accorciata. 

Oonsideriamo in particolare una superficie compie-* 

(0 V. nel detto lavoro le formole (15) e (16) e la Nota II. 
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mentare S' dì 1/ specie a curvatura costante negativa. 
Su questa superficie ( §. IL ) conosciamo un sistema di 
traiettorie ortogonali di geodetiche di 1/ specie, corrispon- 
dente al sistema noto di traiettorie ortogonali di geodetiche 
di 1.* specie della superficie S, da cui siamo partiti. Per 
determinare adunque sopra S' quel sistema di geodetiche 
di 1/ specie non si avrà che ad integrare un'equazione 
differenziale del 1 .^ ordine e allora saremo con S' nelle 
stesse condizioni, in cui eravamo con S. Potreriio quindi 
dedurre da S' tre nuove serie di infinite superficie , come 
le precedenti^ e cosi di seguito. In tal modo con successive 
integrazioni di equazioni differenziali del 1.® ordine potre- 
mo moltiplicare ali' infinito i risultati. 

Sarebbe molto interessante vedere, se ogni .superficie 
a curvatura costante negativa può dedursi col processo 
precedente partendo dalla pseudosfera e quindi anche da 
ogni altra superficie a curvatura costante negativa. 

§. V. Ho accennato dianzi alla possibilità di dedurre da 
un noto sistema di geodetiche di 1 .* specie e delle loro tra- 
iettorie ortogonali tutti (;li infiniti sistemi di 1.*, 2.* e 3." spe- 
cie. Del resto ciò risulta anche dalle considerazioni seguenti. 

Nelle ammesse condizioni l'equazione generale diffe- 
renziale delle geodetiche si jntegra immediatamente e allora, 
per ottenere tutti i sistemi possibili di geodetiche di 2.* 
specie, basterà considerare il sistema di geodetiche orto- 
gonali ad una stessa geodetica e far variare quest' ultima. 
Per ottenere poi i sistemi di 3.* specie basta far uscire le 
geodetiche del sistema da un medesimo punto reale ad 
arbitrio della superficie. Resta solo a vedersi, come si pos- 
sano ottenere tutti i sistemi di geodetiche di 1.* specie. Per 
ciò mi servirò di un metodo, che è stato già usato da 
Liouville (*) e che spesso può applicarsi con successo. 

(*) Monge-Applicalions de l'Ànalyse à la Geometrie Note IV. 
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Il problema da risolvem è il seguente: dato Teletnento 
lineare: 

2w 

(4) rfs«=rfM«+^^ dt?« 

trovare le trasformazioni più generali: w=»w(9,w), t;=i?(6,w)^ 
che non ne alterano la forma, cioè tali che si abbia ancora: 

(5) ds^ = rfe« + e ^ dtó« 

Riducendo le (4), (5) ai parametri isometrici, ponendo: 

u J? 

il problema si riduee alla stessa questione fra i due elementi 
lineari: 

A 3 

(4') . rfs« = yjj ( d U» + (/t>« ) 

(5') ds'=^,(d@^ + d<.*). 

Trasformiamolo ancora in coordinate simmetriche immagi- 
narie, ponendo 

( U — iv^fi , ©' — tw=-y; 
allora (4'), (5') divengono: 

(4") ds^^^^^^^dud^ 

(5") *'=-(i;T^^«'^y- 
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Il modo più generale di trasformici'^ Ia,.(4 )j'®ll^ (^") 
consiste nel porre. 

ovvero: 

ma, siccome il 2.® caso si deduce evidentemente dal 1.® 
cangiando t; in — v, possiamo limitarci al 1.'. 
Per le condizioni del problema dovremo avere: 



.7. V(«')f(.v) _ 1 

Se in questa formola si fa y=<;ost, si può integrare imme- 
diatamente rispetto ad ii; e si trova: 

dove a y b ^ e sono tre costanti. Medesimamente 

con d y e j f nuove costanti (*). Sostituendo allora nella 
(7) si vede che, per soddisfarla effettivamente, si deve 
avere : 

quindi : 



(*) Il ragionamento seguente pi^ò es$ere in diiéito, solo quando nella 
formola : 

si ponga a=0 e si dia a e un valore infinito , ìq modo che e a resti 
finito; ma allora \i-{-%v è una fupzione Untare di 9-l~iu e si vede 
facilmente, che in tal caso non vengono cambiate le linee M ,v , giac- 
ché si ha: 
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e introducendo ora le TJ ,«?;©, oj per mezzo delle (6): 

TI • 1 

a{& — t (ù) — 6 

le costanti a , b y e debbono supporsi per più generalità 
complesse e però scriveremo: 

1 

U — i t^ = (A+i A) (0— i «)— (B+iK)~ ^~*' ^'- 

,Ma perchè la trasformazione sia reale, bisogna che la 2.* 
formola nasca dalla 1/ cangiando t in — i. Si trova quindi 
facilmente, che deve aversi: 

A'=0 , B=0 , C=0 

Separando allora le parti reale ed immaginaria, e dando 
a t? il doppio segno per la ragione suesposta, si trova: 

__ tó-f-è 

dove per semplicità si è posto B' o» A & . Queste sono 
adunque le formolo più generali , che trasformano la (4') 
nella (5') cambiando le coordinate. 

Se si risolvono rispetto a , co si trova: 
S. N. Lib. IV. 20 
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U +g— c 

§. VI. Applichiamo le fonnole precedenti alla pseudo- 
sfera, sulla quale conosciamo già un sistema di geodeti- 
che di 1/ specie (i meridiani) e le traiettorie ortogo- 
nali (i paralleli). Osservando le formolo sopra stabilite, 
si Tede subito, che dalla pseudosfera non si può ottenere 
che una sola superficie a curvatura costante negativa. 
Perciò basterà prendere le formole più semplici, caso par- 
ticolare delle precedenti: 

U= 



U V 



e, ripristinando le antiche coordinate: 

e 

(8) ^ = Zl29 ' ^= 



2i0 



(9) e 



A^^ e V 

2u ' ^ 2u 



t?«-fA«^ ^ v^'+A^e ^ 



C) Osservazione. Se si considerano U , v come coordinate carte- 
siane ortogonali in un piano ponendo U=^, v=t/, sì ha della superficie a 
curvatura (tostante negativa una rappresentazione piana, in cui gli an* 
goli sono conservati, e le formole precedenti dimostrano; che ad un 
sistema qualunque di geodetiche di 1.* specie e alle traiettorie ortogo- 
nali corrisponde sul piano un doppio sistema ortogonale di cerchi , di 
cui i primi toccano in un medesimo punto dell' as«e y una parallela 
all'asse x, e i secondi toccano nello stesso punto Tasse y. 
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Le coordinate x , y ^ z della pseudosfera espresse per i 
parametri w , t? dei meridiani e dei paralleli sono: 



u 
A 

;r=^ cosi? 
u 

A 

]y:= e sen v 



1 Ti/ — - A A-j/ . ^" 2- 



A-f-*^ A«— «A 



Dobbiamo trovarne la superficie complementare rispetto 
al sistema di geodetiche u ^ cost, quindi in primo luogo 
calcolare i coseni di direzione X, Y, Z delle tangenti a 
queste linee. Avremo: 

m 

V ^ V_^ 7 ^ 

quando nelle (10) si siano espresse x ^y y z per Q,(ù 
mediante le (8). Non volendo effettuare questa sostitu- 
zione converrà calcolarle colle formole: 

dx du . dx dv 



^ du de'^dv de 

dy du dy dv 
'^du ~dB '^'dv H^ 

dz du dz dv 
du rfe "^di? 'de.' 



>• 
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avendo riguardo alle formole: 

2» 2u 



A j_ A 

2A 



du o* — A* e dv „» ©« 



che discendono dàlie (8) (9). Cosi operando, si trova; 



2tf 



u 



u 



X= r- -^ 2" e C08 27—2 A 5- sen t? 



2u 



u 



"aT " ~A 

À ^^ sen«+2A^— —-^cost, 

»*-|-A' e ©'-(- A' e 



2u 



tu 



Z=v 



U._A.. ^V^A.-.A 



■ J » -■ » 



A _2u 

Il raggio p di curvatura geodetica delle 6= cosi è dato 
da p == A, quindi le coordinate l ^ m , li della superficie 
complementare cercata si otterranno colle formole: 

?=a7— AX , >j=i/-^AY , K=z — AZ; 
effettuando i calcoli, e, ponendo per semplicità: 
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u 



e =^A sen f , 



si troverà: 



1= 2 A "i — i — ^ — s— (cos v-^v sen v) 

1 s6n (p 

(11) < »j=r. 2At— ; — g-^— Y— (sen I?— ^?cos^?) 

j o ^ 2 ^ ' 1 + o* sen* f 

Queste equazioni definiscono una superficie a curvatura 

1 
costante negativa — ^. Inoltre (V. §. II in fine) su que- 
sta superficie conosciamo un sistema di linee deformate 
dei paralleli della pseudosfera; esse sono le linee =» cost, 

ossia ,— 1 — =— = — j- ==» cost. 
1-f-^ sen*(p 

In causa della complicazione delle (11) bon mie 
riuscito trovare di questa superficie una generazione geo- 
metrica semplice. 

§ VII. Consideriamo ora sulla pseudosfera un sistema 
di geodetiche di 3.' specie, cioè un sistema di geode- 
tiche uscenti da un punto reale della superficie. Eviden- 
temente, per la simmetria della pseudosfera intorno all'asse 
possiamo supporre che questo punto sia nel meridiano 
t? = 0. Allora per formole di trasformazione per passare 
dall' elemento lineare: 



2u 
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aU' altro: 



d^=^u^^ + A« senh« ^* dr,« 



possiamo prendere le seguenti Q: 



»e =Asenn -r-senrj 
(12) { ^ 



/ * 



I senh— cos Tg + cosh -^ I , 



A 

essendo -7- il raggio del parallelo, che col meridiano v=o 

determina il punto di partenza delle geodetiche r2=cost. 
Dalle (12) si ottiene facilmente: 

2u 



(13) cosh 



2A-Ae 



u 
A 



Allora^ osservando che il raggio p di curvatura geodetica 
delle 2i2 = cost è dato da 



^% 



P = Atgh^, 

effettuando i calcoli come al §. precedente, si otterranno 
per le coordinate 1^ , «1, d della superficie complemen- 

(*) A queste forinole si giunge con alcuni calcoli preliminari^ 
che qui sopprimo. 
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tare della pseudosfera rispetto alle t?2=cost le formole 
seguenti : , 

^ ^ . sen ? , , V 

f = 2A , ■ .,g ■ g, — T- (cost? + V sen t?) 

' ^ ) { >?4= 2A , , ,,» / 'L 3— (sen» — vco^v) 

.1, 1 . 2cosy 

Su questa superficie le deformate dei paralleli della su» 

perficie di rivoluzione applicabile su di essa sono le 

1 yi^x 1 sen 9 

Wa=»cost, ossia per la (13) le . . , , ^ . — Vr — r- •=cost 
* ' r V / i -f (/c*^-t?*)sen*9 

L'analogia delle (14) colle (11) *è evidente; queste ci 
definiscono una superficie applicabile sulla superficie di 
rivoluzione, che ha per me)*idiano la trattrice (pseudosfera), 
quelle una classe di superficie (contenendo la costante ar- 
bitraria h) applicabili le une sulle altre e sopra una 
medesima superficie di rivoluzione, avente a meridiano 
una trattrice accorciata. Le (11) jpoi provengono dalle (14) 
facendovi A;=0. 

§. Vili. Andiamo ora a considerare i sistemi di geo- 
detiche di 2.* specie t?^==cost, ciò che ci condurrà a 
risultati più interessanti. Queste geodetiche debbono essere 
ortogonali ad una medesima geodetica della superficie 
iniziale (pseudosfera); prese per linee coordinate insieme 
colle traiettorie ortogonali W4=cost danno all'elemento 
lineare la forma: 

ds» = du^^ -f A* cos h* -j dx)^. 

Per geodetica, a cui tutte le t?|-=cost sono ortogonali, 
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prendiamo il meridiano t? «» 0; allóra si trova facilmente, 
che le formolo di trasformazione sono le seguenti: 

« =» A log cosh -- -f- Ai^i 
r t? =«= A log tangh-— e 

« 

dalle quali segue: 

u 

(15') Asenh^=^^^ 

Allora, osservando che il raggio di curvatura geodetica 
delle t«fC=co8t è dato da; 

p=Acoth^ 
. A 

ed effettuando i calcoli, si troverà per le coordinate 
!',>?', t' della superficie complementare della pseudosfera 
(10) rispetto alle geodetiche i?|=*cost: 

Asenv Acos^? . ai . 1 

^ "^^^ > ''^ "^^ ' ^«AlogtggT , 

A 
dove si è posto e =A sen y. Evidentemente, senza al- 
terare la superficie, possiamo scriverne le coordinate così: 

(16) X => cost? , v= sent? , ^ = Alostg^r©. 

^ ^ t^seny ' ^ vseuf ' o o gr 

Se introduciamo le coordinate cilindriche r, 0^ z ponendo: 
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r-^a;«4-y'' *^^=|' 



avremo per le (16): 



(17) r^—^ , fl=.o 



e, siccome da 



1 

2 = Al0gfgg'p 



segue: 



1 l+tg^f 

cosh -T- , 



sen9 ^ l A 

si vede che V equazione della superficie (16) in coordinate 
cilindriche sarà: 

(18) ^e = Acoshj. 

Dunque: juesta superficie è generata da una spirale 
iperbolicay il cui polo percorre V asse z e il cui piano 
rimane normale air asse stesso^ mentre la spirale varia 
di grandezza colla legge assegnata dalla formola pre^^ 
cedente. La superficie è evidentemente simmetrica rispetto 
al piano xy. 

Le trasformate dei paralleli della superficie logaritmica 

di rivoluzione^ sulla quale la superficie (16) è applicabile 

sono le W|«==cost, ossia per la (15') le v seny =-. oost. Ma 
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per la 1 / delle (17) le t^sen 7 = cost non sono altro che 
le r = cost; ora, se si considera uno qualunque dei ci- 
lindri circolari r ^=^ cosi e si distende sopra un piano, la 
curva della nostra superficie, che giace su di esso, si 
dispone per la (18) secondo una catenaria comune di 
parametro A indipendente dal raggio del cilindro. Di 
più si vede, che le direttrici di queste catenarie cilindri^' 
che sono tutte in im piano per T asse comune dei cilindri 
e i loro vertici sono sopra un piano normale a quest'asse 
( il piano xy) (*). Possiamo dunque dire che: Quando la 
superficie logaritmica di rivoluzione si applica sulla 
superficie (16) * paralleli divengono catenarie eguali 
piegate sopra cilindri circolari concentrici. 

Osserviamo poi, che tutte queste catenarie cilindriche 
escono dal piano x y normalmente alla spirale iperbolica 
luogo dei loro vertici; questa spirale iperbolica è dunque 
deformata di un meridiano. 

Vogliamo oca ridurre direttamente V elemento lineare 
della nostra superficie a quello ordiuario della superficie 
logaritmica di rivoluzione, il che, mentre servirà dì con- 
ferma ai risultali ottenuti, darà anche luogo ad un' ulte- 
riore proprietà di questa singolare deformazione. Se si 
calcola r elemento lineare della superficie (16) in coor- 
dinate t? e^^si trova; 

A* (cos*9-|--'^*sen*9> , « , e. cose _ _ , 1-1-^2) 
z?*sen*yf sen-f ^ cs,ti\(f ^ ' t;* ) 

Ora, se si pone 

(19) t?seny = /, ^?cosy = 0), 



(*) Queste proprietà renderebbero facile la costruzione effettiva 
di un modello di questa superficie. 
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la fornaola precedente si trasforma oelP altra: 



e ponendo 



(20) >-~.'i-*, 



81 ottiene: 



rf5«=(i+^')dp«+p«rff, 



che è la forma ordinaria dell' elemento lineare della 
superficie logaritmica di rivoluzione z = A. log p. Dalle 
(20), (19) confrontate colla (17) si trae. 



^3 



dunque ogni catenaria cilindrica della superficie (16), 
diventando un parallelo della superficie logaritmica di 
rivoluzione assume un raggio eguale a quello del 
cilindro, su cui è descritta. 

Osserviamo da ultimo che, analogamente a quello che 
accade quando le elicoidi si applicano sulle superficie di 
rivoluzione, colla superficie (16) si ricoprirà infinite volte 
la superficie logaritmica di rivoluzione, avvolgendo con- 
tinuamente ciascuna catenaria cilindrica sul parallelo cor- 
rispondente. Se poi vogliamo riferirci unicamente alla 
superficie (16), possiamo dire, che questa superficie gode 
della proprietà di essere distendibile sopra sé medesima, 
in modo, che qualunque porzione di una ad arbitrio delle 
sue catenarie cilindriche si avvolga su qualunque altra 
porzione della medesima catenaria. 
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§. IX. La |H-oprietà, die nel §. precedente abbiamo 
Tisto appartenere alla catenaria, dà .laogo naturalmente 
alla domanda, se essa sia cornane ad altre carré, od 
esclnsiva alla catenaria. In altre parole: con una cnrra 
diversa dalla catenaria sì può, come ct>lla catenaria si 
genera la saperficie (16), generare una superficie appli- 
cabile sopra nna superficie di rivoluzione, e tale che le 
deformate dei paralleli siano precisamente le posizioni di 
quella curva, piegata sui cilindri circolari concentrici? 

liO coordinate di queste superficie generalizzate sareb- 
bero: 

a;=»rco89 , y = rsen 9 , z = Cl(rO) , 

dove Q(rQ) indica una funzione arbitraria di r9. L'eie» 
mento lineare di queste superficie in coordinate r, si 
trova dato da: 

ds^ = Edr^ -f 2 Fdrde + Gd6\ 
dove E, F, Ct haano i valori seguenti: 
E=l -I- e^'2 (rfl) , F=r e a\re), G=r* { 1 +11'* (r6) \ . 

Ma, per ipotesi, le linee r = cost sono deformate dei 
paralleli di una superficie di rìvoluzioue, quindi debbono 
essere geodeticamente parallele fra loro. Ora è noto essere 
necessario per questo, che: 

« 

EG— F« „ F* 
Q— = E-Q- 

sia iadipendeote da 6. Sostituendo i valori di E , F , G 
si ottiene: 
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^ '~ G ^ ^ T-\-a'\r6) ' 

dunque: 

il' (rO) 



e 



Vi +i2'« (re) 



deve essere indipendente da 9. Derivando rispetto a 5 si 
ricava: 



a'(ro) L Ci' (re) y 

Vì+W^y {Vì-{~il'*{rQ)) 



= 0, 



da cui iQtegrrando: 



o' 



ir (re) 



V 1 -hi2'«(re) re 
essendo A una costante. Se ne deduce: 

A 

ù\r e) = 



V'r^fl* — A* 

e integrando di nuovo» omettendo la costante additiva^ 
che non influisce sul risultato: 

r 5 
iì (r e) = A sett cosh-T- 

dunque di superficie della classe asse{;nata, che godano 
della proprietà voluta, non vi può essere che la seguente: 



r e t=A cosh^-. 

A 
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Siamo cosi ricondotti alla superficie (18) e resta quindi 
dimostrato, che quella proprietà appartiene esclusivamente 
alla catenaria. 

§. X. Fatte queste applicazioni delle proprietà delle 
superficie complementari alle superficie a curvatura co- 
stante negativa, passo ad occuparmi delle superficie eli- . 
coidali . 

1 teoremi fondamentali sulle evolute e sulle evolventi 
delle elicoidi si possono dimostrare geometricamente, fon- 
dandosi suir osservazione semplicissima, che dando ad 
un' elicoide E intorno all'asse quel moto elicoidale, che 
r ha generata, o il moto retrogrado, essa non fa altro, 
che scorrere sopra sé stessa. 

Ora se si suppone tracciata sulF elicoide E una linea 
di curvatura C, e si dà a questa linea intorno all'asse 
il moto elicoidale, che ha generato E, essa si manterrà 
sempre suU' elicoide, e sarà sempre nelle sue diverse po- 
sizioni linea di curvatura di E; poiché, se le normali ad E 
lungo la posizione primitiva di C si suppongono traspor- 
tate insieme con questa linea, esse si conservano sempre 
normali all' elicoide per V osservazione fondamentale fatta 
sopra. Ora nella loro posizione primitiva inviluppavano 
una linea G , e quindi nelle nuove posizioni successive 
inviluppano le posizioni successive della linea G, il che 
dimostra evidentemente, che le posizioni successive di 
sono linee di curvatura di E. 

Risulta inoltre da queste considerazioni, che l'evoluta 
deir elicoide E, rispetto al sistema C di linee di curva- 
tura, è un' elicoide dello stesso asse e dello stesso passo, 
generata dallo spigolo di regresso G della sviluppabile 
luogo delle normali all'elicoide E lungo una linea di cur- 
vatura C. Si ha quindi il teorema, che altrove ho dimo- 
strato per altra via: (*) L^ evoluta (T un elicoide è un^al- 

C) M. T. pag. 49. 
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tra elicoide f avente a comune colla prima Passe ed 
il passo. 

§. XI. Considerazioni affatto analoghe alle precedenti 
mostrano, che suU' elicoide E le traiettorie ortogonali delle 
eliche^ ossia le trasformate dei meridiani della superficie 
di rivoluzione su cui V elicoide è applicabile, sono curve 
identiche, che si ottengono da una di esse, dandole at- 
torno air asse quel moto elicoidale, che ha generato E. 

Questa osservazione ci servirà a determinare T evol- 
vente di E rispetto a quelle geodetiche g traiettorie orto- 
gonali delle eliche. 

Consideriamo una di queste geodetiche ed il sistema 
delle sue tangenti e sulla sviluppabile luogo di queste rette 
tracciamo una curva t traiettoria ortogonale di queste 
tangenti, cioè una evolvente della ff. 

Dico, che l'elicoide E', generata da t intorno all'asse 
di E collo stesso moto elicoidale, che ha generato E, è 
una delle evolventi di E. 

Insieme con t durante il moto supponiamo traspor- 
tata la g col sistema delle sue tangenti; allora g verrà 
ad occupare sopra E le posizioni successive di tutte le 
trvaiettorie ortogonali delle eliche e le tangenti quelle delle 
tangenti, sicché il teorema sarà dimostrato, quando si 
pjovi, che ognuna di queste tangenti è normale ad E^ 

Nella posizione primitiva sia A B una di queste tan- 
genti, essendo A il punto di contatto con ^ e B il punto 
ove incontra t. Consideriamo un elemento inlSnitesimo 
del moto elicoidale; per questo moto infinitesimo il punto A 
descrive un elemento di elica di E, il quale è normale 
alla retta A B, poiché g sega ortogonalmente tutte le 
eliche di E. Quindi, per una nota proprietà, (*), tutti i 
punti di A B e in particolare il punto B descriveranno 

(*) V. De-Jonquières. Mé^anges de Geometrie pure, p. 15. 
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elementi di traiettorie normali alla posizione attuale di AB. 
Adunque essendo A B normale a due diverse direzioni 
uscenti da B suir elicoide E', cioè alla curva t ed alla 
traiettoria di B, è normale all' elicoide stessa. 

Abbiamo dunque il teorema: 

Le evoluenti delle elicoidi sono elicoidi^ aventi a 
comune colle prime V asse ed il passo. 

Come conseguenza necessaria di questo teorema e di 
quello del §. precedente abbiamo l'altro: 

La superficie complcìnentare di urC elicoide è una 
nuova elicoide dello stesso asse e dello stesso pas^o. 

Questo teorema potrebbe anche dimostrarsi diretta- 
mente con considerazioni analoghe. 

§. XII. Dalle considerazioni geometriche dei §§. pre- 
cedenti scaturiscono spontaneamente alcune conseguenze 
che è utile notare, cioè: 

Le eliche di un'elicoide sono traiettorie delle sue line© 
di curvatura. Conseguentemente l' elemento lineare di 
un'elicoide, riferito alle linee di curvatura w, i> deve 

assumere la forma (*): 

• 

ds'^ =^p(u^v) du^ 4" 9* (w + ^) dv\ 

Lungo le eliche (w-|-«=cost) non variano i raggi di 
curvatura di un^ elicoide, i quali sono quindi funzioni 
r uno dell' altro. 

Se si fa la rappresentazione di Gauss di un' elicoide 
sulla sfera, le immagini delle linee di curvatura di un 
medesimo sistema sono curve eguali, che si ottengono da 
una di esse, facendola ruotare attorno al diametro de]la 
sfera parallela all'asse dell' elicoide; questo drametro è 



(*) Dini suUe superficie di curvatura costante. Giornale di Napoli, 
Voi. III. pag. 241. 
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perpendicolare ai piani dei paralleli della sfera, inamagtoi 
delle eliche. Questi paralleli sano quindi traiettorie delle 
immagini delle linee di curvatura, e perciò Telem^nto sfe*- 
rico ds^ in coordinate u, v assume la forma: 

Se un elicoide ha una linea di curvatura piai^, tutte 
le altre linee di curvatura dello stesso sistema sono piane; 
ì loro piani tagliano l'elicoide tutti sotto uno stesso angolo 
e segano l'asse pure sotto un medesimo angolo. 

Se un' elicoide ha una linea di curvatura sferica, tutte 
le altre linee di curvatura dello stesso sistema sono, sferi- 
che, le sfere, su cui giacciono hanno tutte lo stes9o Faggio, 
tagliano 1' elicoide sotto un medesimo angolo, e il luogo 
dei loro centri è un' elica circolare, avente lo stesso asse 
dell' elicoide ed il medesimo passo» 

§. XIII. Andiamo ora alle ricerche particolari e cer- 
chiamo in primo luogo 1' elicoide complementare di un' eli- 
coide rigata. 

Sia a la mìnima distanza della generatrice dalFasse, ^ 
r angolo che queste due rette fanno tra loro, m il parame- 
tro del moto elicoidale. Le coordinate a? , y , ^ dell'elicoide 
saranno date dalle formole: 

x = a cos V — u sen « sgn v . 
y ^=^a sen v -{-u sen a cos v 
z =»u cos a -^-mv, 

dove u indica la lunghezza della generatrice contata dal 
piede della perpendicolare all' asse . 

Per l'espressione dell'elemento lineare in coordinate 
M , t? si trova facilmente: 

(21) rfs*=====dw*4~2(mcosa4"^sen«)e?Mrft?-|-(^^+W'*+tf'8en'a)ci«?? 
5. N. Uh. IV. 21 
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Qudst' espressione si riduce alla forma ordinaria dell' ele- 
mento lineare della superficie di rivoluzione colle sostitu- 
zioni (*). 

/> du 

t=^v4-(m cos «+a sen «) / -r- t-, — 5 ,— 

/y a^'\' wi* 4" w* sen* a — {m cos «4-^ sen a)* 

poiché essa diventa allora: 

rfs2 => dvo^ -|- (a* -}" ♦^^ +^' sen' a) d t* 

Pel raggio p di curvatura geodetica delle M;=cost si 
trova: 



t^(a*+w*4-w*sen'a)[a*-f-m*4-w*sen*a — (m cosa-}- a sen ay] 
^ u sen* a 

Con queste formole, eseguendo i calcoli, si trova per le 
coordinate I , >? , S dell' elicoide complementare: 

, m(m sen a — a cos a) 

f = — m cot a cos I? H s sen v 

* w sen* a 

m Im son a — a cos a) 

>3 = — m cot a sen v = cos v 

u aen* a 

a(m sen « — a cos «) , 

C= ' — a + mv 

u sen* a 

I 
Queste equazioni definiscono un'altra elicoide rigata, 

che ha per generatrice la retta: 



n m. t. §. 4. 
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m a 

Indicando con a^ , a^ le quantità analoghe ad a ^ a per 
questa seconda eli(X)ide^ si avrà: 

m 
(22) • a^^^m cot « , tg «, = — 

Queste relazioni, come è naturale, sono reversibili, cioè: 

m • '' 

Ora servendosi della (21) per calcolare l'elemento lineare 
di questa elicoide ed avendo riguardo alle (22) si trova 
facilmente che essa è applicabile sulla primitiva, sicché 
possiamo enunciare il teorema: 

L' elicoide complementare di urC elicoide rigata è 
pure rigata ed applicabile sopra di essa. 

Notiamo, che dalle (22) discende, che, se V elicoide 
primitiva è a direttrice rettilinea, la complementare è a 
piano direttore e viceversa. In particolare, se la primitiva 

è l'elicoide gobba ad area minima (a==0 , a=« ), la com- 
plementare coincide con essa, come del resto è evidente di 
per sé poiché in questo caso le tangenti. alle de&trmaté 
dei meridiani coincìdono colle generatrici stesse. È^ notevole 

IH 

il caso in cui si abbia tg a.==* —, poiché allora le (22) dan- 

a 

no a(=a ^a^=x. L'elicoide primitiva è allora identica 

colla complementare; ne diiferisce però per la posizione , 

ottenendosi da questa con una rotazione di due angoli retti 

intorno all' asse . 
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§. XIV. Le evolute delle elicoidi generali rigate sono 
complicate, e perciò mi limito a trovare V evoluta dell^eli- 
coide gobba ad area minima. 

Le coordinate di questa elicoide sono date dalle for- 
mole ; 

X'='Ucosv , y = M sen v , z = mv , 

per i coseni di direzione X , Y , Z della normale si trova 

m sen v m cos v u 

Siccome poi si ha 



rf«« ^ du^ + {u^^m"^) d t?«, 



1 

la curvatura sarà: 



r^r^ 



1 m^ 



r^ r j (ti' + w^ ) 



i \2 ? 



ma ri+^j = 0, quindi: 



t«'-(-w^' tt*-|-m* 






m ' * in 



le coordinate | , y? , C dell' evoluta rispetto al raggio r, 
per es. si trovano date da 

f «= tt cos t? 4- Vw»-j-m* sen © 
» =^ ti sen t> — J/J^aip^cos v 



m* 



C «= ' + m y . 

m 
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Queste equazioai defioiscono ua^ elicoide geaerata at- 
torno air asse z dalla curva: 

* m 

la quale è T intersezione delle due superficie seguenti : 

mz ^ 00 1/*==0 , y* — a?* = m* . 

La prima è un paraboloide iperbolico equilatero , la 
seconda un cilindro parallelo all'asse Zy avente per sezione 
retta uu' iperbola equilatera^ i cui assi sono paralleli alle 
due rette 07=0, y*=»0, che il paraboloide ha sul piano xy. 
Il punto air infinito dell' asse z appartiene tanto al para- 
boloide quanto al cilindro , ed è perciò un punto doppio 
della loro intersezione. Quindi: 

Uevoluta di urC elicoide gobba ad area minima è 
urC elicoide generata da una curva gobba del 4.* ordine 
con un punto doppio nel punto alPinfinito delVasse. 

È da notarsi, che pel teorema di Weingarten questa 
evoluta elicoidale è applicabile suU' evoluta dell'alissQida* 

§. XV. Cerchiamo ora se esistono elicoidi, ohe abbiano 
una linea di curvatura piana e quindi (§. XII ) un intero 
sistema di linee di curvatura piane. Il sistema accennato 
sia quello delle liue^ v. Allora sulla sfera rappresentativa 
le linee v saranno cerchi eguali (§. XII), cioè linee aventi 
la stessa curvatura geodetica costante. 

Ora r elemento lineare della sfera sarà dato in osus^rr^ 
dinate u , v dalla formola: 

(23) ds»»=/^(u+i»)dt»«+f»(Mrfr)dt?. 



Se indielilamo eoa Va* — i la cnrvatara geodetica <iélle 



a* 
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linee v (por semplicità del calcolo ulteriore) ed u-^-v con x, 
si dovrà quindi avere: 

_ 1 df 

Esprimendo, che la curvatura della superficie, il cui 
elemento lineare è dato dalla (23) è Tunìtà positiva, avre- 
mo per determinare f la equazìoue differenziale: 

1 d \dxj I dx^ 
d£dx f\ 

dx 

Questa equazione, non contenendo la variabile indipen- 
dente, si integra con noti processi e si trova : 

dove C , e sono nuove, costanti. 

Limitandoci al caso di c=0, troveremo: 

C C 

r • , 

, • I 

e cambiando C w, C t?, rispettivamente in Uy r, potremo 
anche scrivere: 

(24) /(„+.)=^^^^^ , <fiu+c)==:^^isHu+v) 

Per i ràggi r, ,ri della superficie richiesta "trovere- ^ 
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mò facilmente dalle note equazioni differen^ali y che li 
legano ad /*, y (*) : 



(25) rj == A senh (w+t?) , r^ 8== — 



seDh(w-f-^)' 



dove A è una costante arbitraria e l'altra si è tralasciata, 
perchè comparendo additivamente sì in r^ che in r^, non 
darebbe che delle elicoidi parallele alle precedenti. 

Queste elicoidi sono per le (25) a curvatura costante 

negativa — 77 • 

Per le (15) l'elemento lineare della sfera in coordi- 
nate u y V assume la forma: 

ds* = -2 rr7 — i — ^ rfw* + -2 — , tgh* (w+t>) dv\ 

a*cosh* (tt-f-^) ^ — 1 D \ I / 

che si deduce dall' ordinaria: 

ds^ = d9^ + sen' & dtJ 
colle sostituzioni: 

Quindi le coordinate X,Y, Z dei punti della sfera, che 
espresse per , w sono : 

X = sen6cosctì , Y^senflsenw , Z=^cosOy 

quando si esprimano per u , v diverranno: 

(*) Dinì. Sopra alcuni punti delia tema delle super/tcie: §. 24. 
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f Va-—\ »! » 

• z— — i— 

^ "^ aco6h(tt-fr) 

Le ooorcGaate x j y ^ z dell* elicx)ide verranno qtiimli date 
dalle forinole: 



/('•«dii^" + ''';7ì^'^0- 



Avendo riguardo alle (25), (26), ed eseguendo le de- 
rivazioni e le quadrature, si troverà: 



A 1 

x = r-^ — : — sen. 



(ST. 



a cosh (w+t?) Va^ — 1 
A 1 V 



V = uT — i — rcos 



a cosh (»+o) fa* 1 

z = - I tgh («+©) — (tt+t>) -f - V 



« 

Questa elicoide ha per profilo meridiano la curva delle 
tangenti costanti «= - . Tali profili (trattrici) sono le linee 



a 
di curvatura del sistema v. 
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Le lìnee di curvatura dell'altro sistema u sono trac- 

A 

ciate sopra sfere di raggio - , che tagliano ortogonalmen- 

te l'elicoide ed hanno i loro centri sull'asse (*). 

§. XVI. Troviamo ora l'elicoide complementare della 
(27); perciò osserviamo, che l'elemento lineare delle (27) 
in coordinate Uj Vy in causa delle (24), (25) assume la 
forma: 

<2r) 4^=^— tgh^ (u+v) du^ + -^ . J , , dv^. 
^ ' a* ^ ^ ' '^ ' a*-- 1 cosh*(tt-|-t?) 

Per ridurlo alla ioas^ ordinaria delle superficie di ri- 
voluzione^ basta porre (^. 

/i senh (ùd(ù 1 

, cosh iùVl -i-icfl — 1) cosh* w coshwl^a*— 1 

(28)< 

Il ,3 ,. /^ 8enh*«rf<k) ) ,/tfi^«'\ w 

dove per brevità si è posto u-f-t?=&>. C!on queste sostitu- 
zioni l'elemento lineare (27') assume infatti la forma: 

(29) ds«=.dio«-hA«cosh*^d^. 

Ciò mostra intanto, che V elicoide complementare cer- 
cata è applicabile sulla superficie logaritmica di rivoluzione 
(V. §. ni). Per mezzo delle formole precedenti si trova poi 
per le coordinate l y^i ,K dell'elicoide complementare: 

O Sono queste la noteToli etìeoidi tr^ivate la prima volta dal 
Prot DioL V. Bkenàe sopra la Uoria deOe wperfae . 
D » t S i. 
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$= senao>)COSj 7 , ; -j cosn wsen ^7===r 

a Va^—i a Va^—Ì 

AV^ìZTì ^ V A(a*— 1) V 

(29') •>?= sena wsent/-T-=7 cosh w cos ^-^ — : 

A . A 
a a 

Queste elicoidi sono generate attorno all'asse z dalla curva: 
Al/^di A(a*— 1) , A 

la quale si proietta sul piano a? y secondo una curva, che 
deriva dalla catenaria, come V ellisse del cerchio. L^ana- 
logia di queste superficie con quelle elicoidali ad area mi- 
nima (*) è evidente. 

Vi è poi un caso, in cui esse ammettono il medesimo 
profilo ed hanno inoltre il medesimo passo, differendo sol- 
tanto pel senso in cui girano le eliche, che sono destrorse 
per le une, sinistrorse per le altre. Si può infatti enunciare 
il teorema: 

La curva: 



x = m senh tu ^ y =^m cosh w , ^ = m 



tu 



con un moto elicoidale di parametro -f- ^ intorno al^ 
V asse z genera uri elicoide ad area minima (applica-- 
bile sulValisseideJ; con un moto elicoidale di parametro 
— m genera un^ elicoide complementare di un^ elicoide 
a curvatura costante negativa (applicabile sulla super- 
ficie logaritmica di rivoluzione J. Questa curva è elica 
del cilindro, che la . proietta sul piano y z, cilindro la cui 

(*) m. i. §. 24. 
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sezione retta è una catenaria^ e ne taglia le generatrici 
sotto un angolo di 45/ 

§. XVII Dalle elicoidi (27) a curvatura costante ne- 
gativa potremmo dedurre tre classi di superficie comple- 
mentari, come abbiamo fatto nei §§. VI, VII, Vili colla 
pseudosfera; qui però mi limiterò ad una sola ricerca, che 
darà una proprietà notevole di queste elicoidi. 

Consideriamo su queste elicoidi un sistema di geodeti- 
che di 1.* specie; e precisamente quel sistema speciale, di 
cui le eliche sono traiettorie (*). Per formole di trasfor- 
mazione si hanno le seguenti: 



w 



U = A log cosh -j- 4- A ^ 

, w) — t 
V = A,tgh-^e 

dove V=cost sono le geodetiche di 1 .* specie accennate, 
che colle traiettorie ortogonali U==>oosl danno all'elemento 
lineare la forma: 

2U 

Siccome le V=cost hanno per traiettorie le eliche, ne 
segue, che si ottengono tutte da una di esse, dandole at- 
torno air asse quel moto elicoidale, che ha generato T eli- 
coide stessa . Dalle considerazioni dei §§. X, XI risulta 
quindi, che la superficie complementare di queir elicoide 
rispetto alle V=cost è una nuova elicoide, avente a co- 
mune colla primitiva Tasse ed il passo. Inoltre questa eli- 
coide (§. III.) è a curvatura costante negativa . 

(*) Dini. Su^ superficie di curvatura costante I. e] 
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Ora per mezzo deDe formolo precedenti, si ottiene per le 
coordinate ^i 9 yi > ^1 di questa elicoide complementare: 

a?4= ; : ; — cos 



ée seah w-f-a oosh w Ka*— i 
yi= r — i rr- sen 



a seah uj-|-a cosh a> Va^ — 1 

A ( cosh (é-\-a senh « i A 

* a ( senh <w+aco8h« ) (^ 



Ma^ se si pone: 



Va«-1 1 



senh ci>-f-acosh o) cosh 6 ' 
ne risulta : 

cosh où'\'a senh «a a ' ^ ^ 

l-f-tgh« 
dove si è posto 

tgh«=-, 

il che dà un valore reale per «, poiché a>l . Avremo 
quindi : 

Allora, se nelle formolo precedenti, che danno 0^19^/19^19 

m 

t^ ir 

Sì aumenta ^ ^ di ^ si ottiene : 



3^9 — 

V 



A V 



z,= -jtghe— e + t?+«-^a+— 2 — 

Se si confrontano queste equazioni colle (27), si vede 
subito, che esse rappresentano la medesima elicoide, spo-- 

Stata lungo V asse della quantità — ( « — a-j ) . 

Le coordinate I , «} , C delle evolventi delle elicoidi (27) 
rispetto alle geodetiche V-=»cost si ottengono con note 
formolo che richiedono una sola quadratura (*). Eseguen- 
dola si ottengono le formolo seguenti: 

A Va^ 1 1 ( ) ^ 

+ i^r^o, jC-a+t>-"+a log (a+tgh «) jsenp^=- 
(30) '^ ^ senhe.-Haoosha> r+^ -«+alog(«+tgha,)|8enp==- 

~ ^^S^l ^"+'' - a>+alog(a+tgh 0.) j cos p=j 
A ' l 



A( ) 
J C — tgh iù-^a log (a+tgh «) ( , 



dove C è una costante arbitraria, variando la quale si ha 
un sistema di superficie parallele. 



(*) Beltrami. Ricerche di Analisi etc. 1. e. 
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Le equazioni precedenti definiscono una classe di su- 
perficie, che certamente non sono elicoidali, poiché altri- 
menti suir elicoidi (27) le V = cost dovrebbero essere le 
traiettorie ortogonali delle elicjhe (V. §§. X, XI); inoltre 
i raggi di curvatura delle superficie di questa classe sono 
legati fra loro dalla relazione (V. §. Ili): 

r^ — r^ = A 

Possiamo dunque dire: 

Le superficie (30) hanno costante ed eguale ad A 
la differenza fra i raggi di curvatura) inoltre le due 
falde dell'evoluta sono elicoidi identiche a curvatura 

costante negativa — j-^ , aventi a profilo una trat^ 

tricCj le quali differiscono fra loro solo per una tra- 
slazione lungo r asse, ' 

V 

Se nelle formole precedenti si cambia ^/ , , in t? e 

r a* — 1 

si passa al limite per a «= 1 , si ottiene la superficie di 
rivoluzione, che ha per meridiano V evolvente della trat- 
trice. . ' 

§. XVIII. Data una superficie qualunque, le tangenti 
alle linee di curvatura di uno stesso sistema lungo i 
punti di una linea di curvatura qualunque dell' altro si- 
stema formano una sviluppabile, e le porzioni di dette 
tangenti, comprese fra la linea di curvatura considerata 
e lo spigolo di regresso della sviluppabile, sono i raggi 
di curvatura geodetica della stessa linea di curvatura. 
Questa proprietà, che il Gremigni nel lavoro citato dimo- 
stra per via puramente geometrica, risulta anche, come 
caso particolare, da una costruzione generale , pel raggio 
di curvatura geodetica di una linea qualunque, dovuta 



-sal- 
ai Prof. Beltrami, costruzione, che ho già avuto occasione 
di richiamare al §. I. 

Variando la linea di curvatura accennata nel suo si- 
stema, lo spigolo di regresso di quella sviluppabile genera 
una superficie, che il Gremigni ha chiamato superficie 
dei centri geodetici di quel sistèma di linee di curvatura. 

Le semplici considerazioni geometriche, di cui ho fatto 
uso ai §§. X, XI conducono immediatamente a stabilire 
il teorema: 

Le superfìcie dei centri geodetici di un* elicoide sono 
elicoidi f aventi a comune colla prima V asse ed il passo. 

Supponiamo infatti nei punti di una linea di curvatura 
C di un' elicoide condotte le tangenti alle linee di curva- 
tura dell' altro sistema. Per la proprietà suesposta queste 
rotte invilupperanno una linea G, che sarà il luogo dei 
centri geodetici della C. Diamo ora alla linea di curva- 
tura C ed al sistema delle tangenti considerate quel moto 
elicoidale, col quale 1' elicoide stessa è stata generata. 
La C occuperà successivamente le posizioni delle linee 
di curvatura del suo sistema (C), il. sistema delle tangenti 
le posizioni dei sistemi analoghi per le altre linee di cur- 
vatura del sistema (C), e la linea G quelle dei successivi 
luoghi dei centri geodetici delle linee di curvatura stesse. 
La G genererà quindi la superfìcie dei centri geodetici del 
sistema C di linee di curvatura. Adunque questa superficie 
è un' elicoide, avente a comune colla primitiva T asse 
ed il passo e per profilo una evoluta G della linea di 
curvatura C. 

§. XIX. Per dare un esempio consideriamo 1' elicoide 
(27) a curvatura costante negativa e cerchiamone la 
superficie dei centri geodetici relativa al sistema di linee 
di curvatura piane (trattrici). (*) 

(*) [n quanto alla superficie dei centri geodetici relativa all' altro 
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X Vedremo che questa elicoide dei centri geodetici paò 
essere generata dalla stessa curva (elica di un cilindro 
a base catenaria) che genera V elicoide ad area minima, 
differendo da, quest' ultima solo per il moto elicoidale, e 
invero si per il passo delle eliche che pel loro senso. 

Parte di questi risultati possono prevedersi geometri- 
camente, osservando, che la superficie elicoidale dei cen- 
tri geodetici ammette, come profilo, noa evoluta della 
linea di curvatura, a cui i centri geodetici sono relativi 
(§. precedente). Nd nostro caso ammetterà quindi, come 
profilo, una evoluta della trattrice; ma la trattrice ha per 
evoluta piana la catenaria, quindi, per un noto teorema (*) 
ogni altra sua evoluta ò un' elica del cilindro retto, che 
ha per base la catenaria stessa. 

Converrà però condurre la ricerca anche analitica- 
mente, poiché, ottenute le coordinate di queste nuove eli- 
coidi, potremo anche ricercare quali sono le superficie di 
rivoluzione applicabili sopra di essa, ricerca che ci con- 
durrà a semplici risultati. 

Le coordinate $, n, K di queste elicoidi dei centri geo- 
detici saranno date da: 

dove X, yy z hanno i valori (27), p^ è il raggio di 
curvatura geodetica delle »=cost. quindi per la (27') 

A 



sistema di linee di curvatura sferica è facile aeoerlarsi, che si riduce 
all'asse dell' elicoide. 

(*) V. p. e. Serret Calcai. Différentiel. §. 298. 
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ed X||, Y,^, Z^ sono i coseni di dipeaione della tatìg^ati 
alle u = cost. Effettuando i calcoli si trova? 

A V A V 

A t? A • ^ 

Quq§;te sonp adunque I9 elicoidi cercate. Esse ammettono 
come profilo la curva: 

A A , A 

^^oFpZT^^^^ > y=^-COsha) , z^^^<^, 

la quale è un^ eljca del ci]ipciro^ che 1^ proietta sul pigino 
yz , cilindro a base catenaria, come si era previsto geo- 
metricamente. JJ angolo, ch^ qu^st' elica forma colle ge- 
neratrici ha per codino — , 

Confrontando queste formolo con quelle relative alle 
elicoidi ad area miqima ( m* t. §• 24 ), si vede facil- 
mente, che hanno luogo le proprietà enunciate sopra. Se 
poi sì confrontano queste forraole colle (79') del §. XVI, 

si vede che, quando |/^2 1=1 , cioè quando il passo 

deir elicoide a curvatura costante negativa è eguale alla 
circonferenza, che ha per raggio la distanza della cu- 
spide della trattrice dalFassintoto, le fbrmole cofifrontate 
non differiscono, che pei segni delle due prime coordinate 
Ciò mostra che: nel caso supposto la superfìcie com^ 
plementare e la superficie dei centri geodetici delle 
trattrici per le elicoidi a curvatura costante negativa 

S. N. Uh. IV. 26 
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9ano elicoidi identiche, che si ottengano V una dalFaltra 
con una rotazione di due angoli retti intorno alfasse. 

§. XX. Cerchiamo ora la saperficie dì rìvoluzioae appli- 
cabile sopra l'elicoide (31). Prendendo a linee coordinate 
le li + v=^oà e le 9 , si trova con un semplice calcolo la 
formola: 

A« A« AM ) 

cfo*= -j—rcosh^(ùdofi—2y======-d(àdv+ ^_ . l senh^w-f-a' — 1 \ dv^ 

che dà l'elemento lineare dell' elicoide {Sì). Prendendo 
invece a linee coordinate le ci> e le traiettorie ortogonali 
/ , si otterrà (m. t. §. 4): 

A? senhWsenh*w-j-a*) ,.,, ,. , . ,^,^ 

Confrontando qnesto elemento lineare coli' ordinario: 

ds^=\l +y'*(r)j dr*+ ftMd^ 

delle superficie di rivoluzione, si avrà, per determinare 
la curva meridiana .?>=f> (r), l'equazione differenziale: 

Il .... AU-^AV^ + l) . 

e prendendo: 



(32) ft=L?_J 



si avrà: 



, n dr ^ n dikr) 



2) 
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Ora giova distinguere due casi, quello in cui e? — 2>0 
e quello in cui a*— 2<0. Rispetto air elicoide del 
Dini (27) questi dae casi si distinguono in ciò. Nel 1.^ 
caso il passo dell' elicoide è maggiore della circonferenza, 
che ha per raggio la distanza della cuspide della trat- 
trice dall' assintoto, nel 2.^ minore. 

Se siamo nel 1.® caso, la (33) dà: 

kr 
z = A sett cosh 



ya^-2' 



ossia per la (32): 

(34) r===A J7====cosh-- . 

Questa curva deriva dalla catenaria come l'ellisse dal 
cerchio. Basta proiettare la catenaria comune r=-A cosh -^ 
sopra un piano, che passa per l'asse 2: ed è inclinato 
sul piano della catenaria d'i un angolo «=arc tg ^ ^ . 

Nel primo caso adunque l' elicoide (31) è applica- 
bile sulla superficie di rivoluzione, che ha per meridiano 
la curva (34) e quindi (m. <. §• 7) è anche applicabile 
suir elicoide, la cui sezione normale all' asse è una spi- 
rale logaritmica. 

Nel 2.* caso si trova invece: 

r = A 17===- senh — . 
Va^— 1 . A 

Questa curva è il .meridiano della superficie di rivolu- 
zione applicabile sull'elicoide (31) nel caso, che ora con- 



— à36 — 

slderiàmo. Si vede faciltnente, che essa è composta di 
UH solo ramo èstendentei^i airindaito dalle due parli 
dell'asse di rotazióne, al quale volge sempre la sua 
convessità, flettendosi nel punto ove V incontra* Da ultimo 
osserviamo, che nel caso intermedio in cui a* — 2 ■*»<), 
la (33) dà: 

z= A ìogr , 

che è la stessa curva logarìtmica, meridiano della super- 
ficie di rivoluzione applicabile sull' elicoide complementare 
deir elicoide del Dini (V. §. XVI). Ciò è ben naturale 
dopo quanto abbiamo detto al §. precedente. 

§. XXL Per bene intendere la generazione seguente 
di una classe di elicoidi applicabili sulla superficie di rivolu- 
zione a curvatura media costante ( superficie, che ha per 
meridiano la curva generata dal fuoco di un' ellisse o di nix 
iperbola, che rotola senza strisciare suir asse ), è d' uopo 
premettere alcune considerazioni sulle deformazioni di su- 
perficie di rivoluzione, che Si conservano dì rivoluzione (*). 

Quando due superficie di rivoluzione sono applicabili 
r una sUir altra è impossibile coprire coli' una interamente 
i' altra . 

Sé l'eleménto lineai'e della prima $ d: 



ds^ i±±ri du^ 4* r* dv^ 
e quello della seconda S': 

ds^ = du^ -f ^« r^ dv^^ 
e si suppone X>1, per trasformare S' in S conviene ta- 

(*) V. Bour-Théorie de la déformalion des surfaces. Journal de 
rÉcole Poiytechnique tome XXII. 
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gliare da S' nna porzione compresa fra due meridiani^ indi 
flettendo S' ricongiungere gli orli del taglio, dandole di 
nuovo la forma di superficie di rivoluzione. Allora S' di- 
venta S". 

E infatti, per trasformare i due elementi lineari l'uno 
nell'altro, conviene porre t?=^t?i, e quando l'angolo t) è 

già diventato 2 tt , t?i non è che y- <^ n, poiché X > 1 . 

Ciò posto, cerchiamo delle elicoidi applicabili sulla su- 
perficie di rivoluzione a curvatura media costante ^, sUper- 

e 

ficie il cui elemento lineare si riduce facilmente alla forma 
(m. t. §. 26): 

ds^ = du^ 4" ( ' — ^* s^^* 9~ jdé^, dove a < 1 . 

« 

Per trovarle eflfettivamente converrà determinarne il 
profilo meridiano 2=:(p(p), il che si farà per mezzo della 
condizione, che l'elemento lineare (m. t* §« 7): 

sia trasformabile nel precedente. 

Con un processo ben noto si troverà, per determinare 
y(p), la equazione differenziale; 

e, disponendo delld arbitrarie m ,kin modo, che si abbia: 



■•kW-i^^*»-**^** 
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ossia prendendo 



(35) *= 57 > »»= , 



avremo : 



Quindi, indicando con u Tarco della curva *«=^(p), 

da cui integrando; 

(36) . p=^ sen(&w). < 

Considerando questa curva, come meridiano di una su- 
perficie di rivoluzione, fra le sue deformate vi è certamente 
il cerchiò: 

'■ "■ 1 -'' ' ' ' 

Il modulo X per passare dalla curva (36) a questo cer- 

1 . 
chic è X =3 -====> 1 . E, siccome per le (34) d^lle 

cinque quantità a, e, m, A, X due sono arbitrarie, ma le al- 
tre ne cons^uono, possiamo enunciare il teorema sogueiitq: 
Da una sfera di raggio qualunque, supposta fles' 
sibile ed ine^endibile^ si tq,yli una porzione compresa 
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fra due ^neridianiy facènti fra loro un angolo arbi- 
trario. Indiy flettendo la sfera, le si dia di nuovo la 
forma di superficie di rivoluzione y ricongiungendo gli 
orli dei tagli. Se al meridiano così ottenuto si dà un 
moto elicoidale conveniènte intorno alVasse^ si genererà 
un^ elicoide applicabile sopra una superficie di rivo* 
luzione a curvatura media costante. 

Se R è il raggio della sfera, « V angolo del fuso 
sferico, che si toglie, avremo: 



k ' 2i:--a * 

ed il parametro m del moto elicoidale e la curvatura 

media — della superficie di rivoluzione, applicabile sul- 
e 

r elicoide generata, saranno dati dalle formole: 

R,, 1 47: 



Questo modo di generazione di una classe di elicoidi 
applicabili sulla superficie di rivoluzione a curvatura media 
costante mi sembra tanto più notevole, in quanto che è 
precisamente dai profili meridiani delle deformate di rivo- 
luzione della sfera, che si può partire per ottenere il meri- 
diano di una superfìcie di rivoluzione a curvatura media 
costante (Bour — l. e). 

Questo meridiano è una curva parallela ai precedenti 
profili e distante da essi del raggio della sfera. Fondan- 
dosi su questa proprietà, è facile persuadersi, che si può 
dare dei profili derivati della sfera la seguente elegante 
generazione: 

Intorno ad uno dei fuochi di un* ellisse o di urC iper- 
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boUiy come centrOy si descriva un Cerchio di raggio 
eguale alT asse maggiore delF ellisse^ o aitasse trasverso 
deir iperbola ; indi si faccia rotolare senza strisciare 
r ellisse V iperbola sopra una retta. La superficie di 
rivoluzione che ha per asse questa retta e per meridia^ 
no rinviluppo del cerchio descritto intomo al fuoco, è 
applicabile sulla sfera, il cui cerchio massimo 4 il cer^ 
chio stesso. 



Pag. 296 Nota leggasi: Le superficie di rivolutitme generate ec. 
» 308 linea 1 aggiungasi questa osservazione: 

Se sì prendesse a considerare un sistema qualunque di 
geodetiche di 2/ specie non ortogonali ad un medesimo 
meridiano, si otterrebbero per le superficie complementari 
formolo, che non differirebbero dalle (14) altro che pel 
segno di /r* . Possiamo dunque dire che mutando k^ in — k^ 
nelle (14) si ottiene una classe di superficie applicabili 
sulla superficie dì rivoluzione logaritmica. Si vede quindi 
che le formolo (14) compendiano in se le tre classi di su- 
perficie complementari , di cui abbiamo parlato al §. IH. 
La prima classe corrisponde a /r=sO, la seconda a h 
puramente immaginario, la terza a k reale. 

» 308. linea 4 leggasi w=A tangh -~ e 

A. 

» 317 r ultimo termine della formola (21) va letto cosi 

( a* + w* + w* sen* a ) dv^ 



i 



